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Resumen

En el presente trabajo se estudia la propagacion de frentes quimicos sujetos a la
inestabilidad de Rayleigh- Taylor. El flujo convectivo es modelado utilizando la ecuacion
de Navier-Stokes. Los resultados seran comparados con los obtenidos con la ley de Darcy.
La inestabilidad de Rayleigh-Taylor se presenta cuando dos fluidos de distintas densidades
separados por una delgada interfaz plana se vuelve inestable debido al gradiente de
densidades que ocurre cuando el fluido més denso esta encima del menos denso y bajo
la accion de la gravedad. Se consideran fluidos con las siguientes condiciones: inmiscibles,
incompresibles e irrotacionales. Para describir el frente de propagacién hemos utilizado la
ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky(K-S) acoplada con la ecuacién de Navier-Stokes para
la evolucién del flujo de conveccidn.

La solucién de la ecuacién (K-S) ofrece una rica variedad de comportamiento espacio-
temporal: frentes planos, frentes simétricos o asimétricos, frentes oscilantes y cadticos. El
andlisis de estabilidad lineal muestra regiones de bi-estabilidad para diferentes niimeros

de Rayleigh.

Palabras Claves: Frentes quimicos de propagacién, inestabilidad de Rayleigh-Taylor,
fluidos: inmiscibles, incompresibles; irrotacional, Ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky (K-

S), ecuacién de Navier-Stokes, nimero de Rayleigh.



Abstract

In the present work, the propagation of chemical fronts subject to Rayleigh-Taylor
instability is studied. Convective flow is modeled using the Navier-Stokes equation. The
results will be compared with those obtained with Darcy’s law. Rayleigh-Taylor instability
occurs when two fluids of different densities separated by a thin flat interface becomes
unstable due to the density gradient that occurs when the densest fluid is above the
less dense and under the action of gravity. They are considered fluid with the following
conditions: immiscible, incompressible and irrotational. To describe the propagation
front we used the Kuramoto-Sivashinsky equation (K-S) coupled with the Navier-Stokes
equation for the evolution of the convection flow.

The solution of the equation (K-S) offers a rich variety of space-time behavior: flat fronts,
symmetrical or asymmetric fronts, oscillating and chaotic fronts. The linear stability
analysis shows regions of bi-stability for different Rayleigh numbers.

keywords: Chemical propagation fronts, Rayleigh-Taylor instability, fluids: immiscible,
incompressible, irrotational, Kuramoto-Sivashinsky (K-S) equation, Navier-Stokes

equation, Rayleigh number
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introducciéon

La propagacion de frentes quimicos se presentan en reacciones quimicas auto-cataliticas
como la famosa reacciéon de Belousov-Zhabotinsky (B-Z), la reaccién de iodato acido
arsenioso (IAA) y la reaccién de clorito tetrationato (CT)[I, 2, B]. La inestabilidad de
Rayleigh-Taylor ocurre por ejemplo cuando tenemos dos fluidos inmiscibles de diferente
densidad, uno sobre el otro, estando el de mayor densidad sobre el de menor densidad.
Bastara una pequena perturbacion para que la interfaz que separa dichos fluidos pierda
su estado de equilibrio [4]. En nuestro estudio modelaremos la propagacién del frente
de reacciéon mediante la ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky (K-S) [, [6]. Esta ecuacién
es utilizada para modelar frentes de combustién y ondas que se propagan en sistemas
de reaccion-difusién. Nuestro estudio se centrara en las soluciones estacionarias que se
obtienen del acoplamiento de la ecuacién (K-S) con la inestabilidad de Rayleigh-Taylor
(R-T). Ademas determinaremos la estabilidad de dichas estructuras utilizando un anélisis
de estabilidad lineal. En el capitulo 2 presentaremos los métodos numéricos utilizados
para resolver la ecuacién (K-S) en presencia de un flujo convectivo que deviene de la
inestabilidad de Rayleigh-Taylor. En el capitulo 3 describiremos la inestabilidad Rayleigh-
Taylor, las ecuaciones de movimiento utilizadas para describir el frente y los resultados

obtenidos.



1.2. Objetivos

-Obtener estructuras estacionarias bajo los efectos de un flujo convectivo debido a la

inestabilidad de Rayleigh-Taylor.

-Estudiar la estabilidad de los frentes de reaccion ejecutando un andlisis de estabilidad

lineal.






Capitulo 2

Métodos Numeéricos y reacciones

quimicas auto-cataliticas

Los métodos numéricos para la solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden
superior implica saber los métodos mas estables y sencillos posibles. En el caso de
ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de primer orden el método de Euler implicito
muestra una gran estabilidad, mientras en el caso de ecuaciones diferenciales de orden
superior no lineales el método del disparo no lineal ofrece una buena alternativa de
solucién. Las reacciones quimicas auto-cataliticas son sistemas donde hay una sustancia
llamada catalizador que actia como reactante y al mismo tiempo como producto, hay
un sin numero de reacciones quimicas auto-cataliticas pero la reacciéon de Belousov-

Zhabotinsky es famosa por presentar patrones quimicos oscilantes.

2.1. Método de Euler implicito

Uno de los problemas que se plantean en esta tesis es resolver sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias. El método de Euler implicito consiste en tomar puntos (tx11, 2x+1)
y evaluarlos en la funcién diferencial ec(2.1), pero tomando como punto de iteracién inicial
la variable dependiente en ese mismo punto, es decir para calcular los puntos ” futuros” zx 1
se requiere conocer el valor de la funcién diferencial evaluada en (tgi1, zx11)-

Supongamos una ecuacion diferencial que evoluciona en el tiempo descrita mediante la

siguiente expresion:



7= f(t,z) (2.1)

Donde, 2z’ = dz/dt, siendo t la variable independiente y z una funcién de ¢, sin embargo
f es una funciéon que depende de t y z. La regla de iteracion para el método de Euler

implicito vendria dada por :

Zn+1 = Zn + Atf(tn-‘rl) Zn—i—l) (22)

Donde At es el tamano del paso del tiempo para un conjunto de instantes de tiempo,
siendo la regla de recurrencia : ¢, = to + nAt. Si definimos z, = z(n), entonces se puede

calcular z,,1, implicitamente a partir de la ec(2.2)[7].

2.2. Método del disparo no lineal

El método del disparo no lineal se puede describir a partir del movimiento parabdlico que
realiza una particula cuando se realizan multiples disparos tratando de acertar en el blanco
. El movimiento es descrito por una ecuacién diferencial de segundo orden representado
por:

y' = f(z,y,9) (2.3)

Donde a < x < by con las siguientes condiciones de frontera: f(a) = «, f(b) = 5. El
método trata en asignar un valor a la primera derivada en z = a denotada por: y'(a) =t
donde ¢ es un pardmetro libre e ir haciendo variar hasta obtener y(b) = /. Si se toma
como punto de inicio ¢y para y'(a) es necesario construir un conjunto de pardmetros
mediante una sucesion to,tq,ts, ...,tx [8] hasta que se cumpla la otra condicién de frontera

en y(b,t) = [ el cual consiste en resolver una ecuacién no lineal:

y(b,a,t) =B (2.4)

La ecuacion anterior puede ser resuelta por el método de la secante o el método de Newton.

En el caso del método de Newton se construye la regla de iteracién [9] a partir de:

b=ty — A1) (2.5)

f'(tr-1)
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Esta regla iterativa muestra que si el primer parametro ¢, no da cerca del blanco entonces
se toma el siguiente tq, ts,... hasta dar lo suficiente cerca del blanco. Por ejemplo, la
ecuacién (K-S) acoplada al flujo convectivo descrito mediante la ecuacién de Navier-

Stokes que utilizaremos en nuestro estudio (ver apéndice AG2) tiene la siguiente forma

oh  0°h 1 [0h\* 0'h R.~=H
Ox

%= a2t 3 ~ AT > n—; cos(nqx) (2.6)
Donde h = h(x,t) y H, sus coeficientes de Fourier. Esta ecuacién diferencial no es lineal
debido a que el término de la primera derivada estd elevado al cuadrado. La solucién que
buscamos es de la forma: h(x,t) = h(z) + ct, donde c es la velocidad del frente y h es el
perfil del frente espacial. Al tomar la solucién y reemplazarla en la ec(2.6) se obtiene una
ecuacién diferencial ordinaria en h.

?h  d'h R
C:_@_%—i_ <dm> IZ—coanx (2.7)

Esta ecuacion es resuelta mediante el método del disparo no lineal, pero antes es necesario
hacer un cambio de variable en cada derivada superior obteniendo un sistema de ecuaciones

diferenciales que se muestra a continuacion:

[ dh
U= —
dx
du
v=—
dx
Sistema de Ecuaciones diferenciales dv
R
d 1 Ry~ H,
% =—c—v+ §u2—|—z;—qcos(nqx)

(2.8)
El sistema de ecuaciones acoplado es resuelto para cada nueva variable. Para comenzar
el método del disparo no lineal se toma como punto de inicio x = 0 y se asigna un valor
a h(0), y con dos pardmetros libres: la segunda derivada d?h/dz* en el mismo punto y
la velocidad del frente c. Las condiciones de frontera que tienen que ser satisfechas son
w(0) = u(L) = 0y w(0) = w(L) = 0 [I0] donde L es el otro extremo del dominio.
Los parametros libres se les asigna ciertos valores para empezar el método del disparo

e integrar cada ecuacion mediante el método de Euler, sin embargo si los parametros
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iniciales no satisfacen las condiciones de frontera en x = L se ajustan mediante el método

de Newton hasta cumplirlas.

2.3. Reacciones Quimicas auto-cataliticas

Una reacciéon quimica es el proceso mediante el cual dos o mas sustancias llamadas
reactantes interaccionan transformandose en nuevas sustancias denominadas productos
[T1], Sin embargo a lo largo de la historia de la ciencia todo ha sido clasificado en diversas
areas del conocimiento de forma ordenada con el objetivo de estudiar y comprender los
fendomenos de la naturaleza y el caso de las reacciones quimicas no seria la excepcién, existe
un tipo de reaccién quimica llamada reaccion auto-catalitica donde existe una sustancia
denominada catalizador que cumple una doble funcién actuando simultaneamente como

reactante y producto.

La forma de representar una reaccién quimica es mediante una ecuacion quimica donde
las sustancias involucradas son representadas mediante sus formulas quimicas. La reaccion

auto-catalitica mas sencilla [12] es representada a continuacién:
A+R—2R (2.9)

Al lado izquierdo de la flecha se encuentra expresado el reactante A y el auto-catalizador R
y por el lado derecho el producto denotado por R pero multiplicado por dos. Esta férmula
quimica muestra que las sustancias que interaccionan A y R se estdn convirtiendo en
otra sustancia representada por 2R [I3], es decir el catalizador cumple un doble papel en
este proceso por un lado esta reaccionando y al mismo tiempo se esta formando. Existen
otra clase de reacciones quimicas denominadas reacciones quimicas oscilantes explicadas
a partir de la interaccién entre una reaccién quimica y el fenémeno de difusion, siendo la

reacciéon de Belousov-Zhabotinsky (RBZ) explicada en la siguiente sub-seccién.

2.3.1. Reaccién de Belousov-Zhabotinsky (RBZ)

La (RBZ) es la reacciéon quimica més conocida e importante en el drea de las reacciones

quimicas oscilantes. En 1951 el cientifico ruso Boris Belousov mientras trataba de
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reproducir el ciclo de Krebs el cual se recrea a partir de una serie de reacciones periddicas
[14], sin embargo él descubrié oscilaciones quimicas cuando mezclé dcido citrico e iones
de bromato en 4cido sulfirico, usando como catalizador iones de Cerio (Ce™) [15]. Lo
que buscaba era observar como se convertia el color amarillo del Ce** en el incoloro Ce™?
ver fig(2.1), pero su asombro fue grande al percibir que después de ciertos intervalos de
tiempo del orden de horas cambiaba transitoriamente de forma alternada [16]. Aunque
en aquella época traté de publicar los resultados de sus hallazgos en algunas revistas
cientificas europeas, apenas consiguioé hacerlo publica en una conferencia de medicina en
la URSS [15], abandonando la ciencia para siempre. La siguiente persona interesada en
continuar con los estudios dejados por Belousov seria un estudiante de posgrado llamado
Anatoly Zhabotinsky y en el ano 1964 publicaria su propio mecanismo del experimento
nombrandose al fenémeno quimico la reaccién de Belousov- Zhabotinsky [14].

Uno de los modelos que explica las reacciones periddicas de la (RBZ) es el propuesto por
los investigadores Field, Koros y Noyes llamado modelo FKN el cual contiene més de
una veintena de reacciones basicas y sustancias quimicas, siendo un gran logro en el area
de la quimica por aquel entonces para entender la reaccién, dejando desde ya imposible
realizar simulaciones numeéricas debido a la gran cantidad de variables a considerar y por
otro lado perdiendo el interés en obtener soluciones analiticas [16]. Las graficas (2.1a) y
(2.1b) son vistas de un video sobre un experimento realizado en la Universidad Nacional
Auténoma de México sobre propagacién de ondas quimicas [17].

Luego el modelo fue mejorado por Field y Noyes consiguiendo disminuir solamente a tres
las sustancias variando en sus concentraciones y dos mas con concentraciones sin alterar
involucrando cinco reacciones que tratan de recrear la naturaleza innata del fenémeno y
al conjunto de ecuaciones quimicas que lo describe como Oregonator y su estructura es

mostrada en las siguientes representaciones [16].

A+Y B X+ P r=kAY
X+Y Bop  r=kXY
Sistema de reacciones basicas { A+ X 22X + 27 = kyAX (2.10)

X AP =k X2

1
B+Zk—5>§fY r = ksBZ

13



(a) (b)

Figura 2.1: capturas de video de propagacién de ondas quimicas hechas en la unam [17].

Diagrama de las reacciones que participan en el modelo del oregonator donde las
concentraciones que varfan son X = HBrO, , Y = Br~ y Z = Ce*t que pertenece
al catalizador y las concentraciones que no se ven alteradas A = BrO; y P = HOBr y
k; las constantes de reacciéon de cada una de ellas. Las ecuaciones quimicas son reducidas

en ecuaciones diferenciales ordinarias que expresan la rapidez de las reacciones [10].

o

C;_t = ki AY — kXY + kg AX — 2k X? (2.11)
Y

‘fi_t = —kAY — kXY + % fksBZ (2.12)

% = 2k3AX — ksBZ (2.13)

Estas tres ecuaciones describen toda la evolucion de la reaccion Belousov-Zhabotinsky

I16].

2.4. Ecuaciéon de Kuramoto-Sivashinsky

La ecuacion de Kuramoto-Sivashinsky lleva los apellidos de los descubridores que
estudiaron fenémenos fisicos en particular. Descubierta en 1976 por Kuramoto [5] e
independientemente en 1977 por Sivashinsky en su investigacién de propagaciéon de la
flama [6]. La ecuacién (K-S) describe la evolucién de una gran variedad de sistemas fisicos

como por ejemplo: sistemas de reaccion-difusién[I8], modelar el desarrollo de turbulencia

14



en sistemas fisicos [19], Oscilaciones en reacciones en reacciones quimicas en un medio
homogéneo [20] . Existen multiples formas de escribir la ecuacién (K-S) y diferentes
condiciones de frontera para obtener una solucién particular de acuerdo al fenémeno
en especial que se este estudiando. Un caso especifico de estudio son los frentes quimicos

de propagacion confinado entre paredes verticales.

2 4
%:y%—%—l—u% (2.14)
La ecuacién (K-S) es una ecuacién diferencial parcial de cuarto orden y no lineal debido
al término udu/0zr donde u depende de una variable espacial z que varia entre 0 < x < L
y otra temporal ¢, donde u(z,t) se considera un campo escalar [21] e interpretado como
la velocidad del frente de propagacién, hay también un término de disipacién v9*u /02,
el parametro v juega un papel muy indispensable debido a que vuelve al frente plano
inestable cuando toma un valor negativo. v es la relacion que se obtiene al dividir los
coeficientes de difusion de los reactantes y una sustancia auto-catalitico en el caso de
frentes de propagacién quimicos auto-cataliticos [22] 23].

Una caracteristica en particular que tiene la ecuacién (K-S) es que es simétrica es decir,
si u(z,t) es una solucién de (K-S) entonces u(x — ct,t) —t es también una solucién con ¢
constante [24] pero en este caso se tomé el caso donde u(z + ct, t) +t que es otra solucion,
siendo la ecuacién (K-S) una invariante galileana. Otra manera de expresar la ec. (2.14) es
realizando un cambio de variable u = 0h/Jx e integrando con respecto a x y considerando

v = —1 resulta.

2 4 2
oh  *h 0'n 1 (8h) (2.15)

o2 ozt 2 \az
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Capitulo 3

Inestabilidad de Rayleigh-Taylor

La inestabilidad de Rayleigh-Taylor sucede cuando dos fluidos con diferentes densidades
confinados entre placas paralelas vuelve inestable la interfaz plana que surge de la division
de los fluidos, donde el fluido mas denso se encuentra arriba del menos denso.

Se ubica al frente plano en Z = 0 donde p representa al fluido més denso y pg el menos

Z,

NP
\ ks

interfaz planaen Z=0

Figura 3.1: Esquema de la interfaz plana sujeta a una pequena perturbacion.
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denso. Se estudia un caso particular de inestabilidad de Rayleigh-Taylor asumiendo dos
fluidos inmiscibles e incompresibles y sin viscosidad donde el flujo es irrotacional, Ademés
el caso de frentes quimicos de propagacién descritos por la ecuacién (K-S) y la ecuacién
de Navier-Stokes para describir el flujo convectivo. Nuestros resultados obtenidos seran
contrastados cuando se usé la ley de Darcy para describir el movimiento de conveccion
[25]. El caso de frentes auto-cataliticos donde el frente divide las sustancias reactantes de

los productos bajo la acciéon de la gravedad, donde L es la separacion entre las placas.

Figura 3.2: Esquema de frentes quimicos de propagacién descritos por la ecuacién (K-S)

La separacion entre las placas (L) juega un rol importante en el estudio de éste fenémeno,
cuando se aumenta el valor de L en la ecuacién (KS) surgen frentes de propagacién de
diferentes formas, estabilidades y simetrias. Los cambios abruptos de densidad sitian al
fenémeno en dos escenarios posibles, el primero ocurre cuando el fluido méas denso esta
arriba del menos denso y el segundo es el caso opuesto. El parametro L presenta un valor

critico (L = ) y vuelve al frente plano inestable cuando (L > ) [25].
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3.1. Ecuaciones de movimiento

La evolucion del frente de reaccion es descrito por la ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky,
ec (3.1) donde el eje vertical Z describe la altura del frente como una funcién H(X,T) y
donde el eje X describe la separacién entre las placas denotado por el parametro L. En
el caso de una reaccion quimica auto-catalitica el frente de reaccién quimico separa los
reactantes y productos como una delgada interfaz.

+Vz

2 2 4
o0H aH V()(@H) _ké)H (3.1)

or o Ty ox aXx* .

La ec(3.1) es una ecuacién diferencial parcial no lineal de cuarto orden, donde V; es la

velocidad del frente plano, v es un parametro que representa la razon entre los coeficientes
de difusion de los reactantes y una especie auto-catalitica, V; es la componente vertical
de la velocidad del fluido evaluada en Z = H.

Los fluidos en el interior de las placas se mueven como un flujo convectivo descrito por el

flujo de Stokes bidimensional ec(3.2).

825

87 +(V.V) 7] — pgé. — VP + uV2V (3.2)

Donde 7 es la velocidad del fluido, P es la presion, g es la aceleracion de la gravedad
en la direccion vertical, é, es un vector unitario en la direccion vertical apuntando hacia
arriba y u es la viscosidad dinamica.

Asumiendo que el flujo es estacionario,es decir independiente del tiempo 6’7 JOT =0e
incompresible V.7 = 0, es decir se esta conservando la densidad de masa reduciendo la

ec(3.2) en lo siguiente:

V2V = VP pgeé.) (3.3)

Donde la velocidad tiene dos componentes con respecto a los ejes X |, Z y aplicando la

ecuaciéon de continuidad podemos hallar la siguiente relacion:

\va 7 8VX GVZ

MEZ— 4

ox Tz 7Y (3:4)

Las componentes de la velocidad con respecto a los ejes X , Z podemos expresarlos en
ov oV

funcién de la funcién corriente, es decir como Vy = 397 Vy; = X Donde ¥ es la
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funcién corriente, que luego reemplazamos en la ec(3.4) obteniendo lo siguiente:

0 (oY 0 ov
ax (a_z> t 9z (_a_X) =0 (3:5)

Tomando las componentes X , Z en la ec(3.3) y derivando parcialmente con respecto a

Z , X se obtiene las siguientes expresiones:

1 2P
2Vx _ 1 0 (3.6)
0Z  noZoX
’ 0 0? 0
Vy 1.0°P g dp
2 =— — == 3.7
v 0X  poXoZ poX (37)
Restando las ecuaciones (3.6) y (3.5) obtenemos la siguiente expresion:
GVZ 8VX g 8p
2 |t B TR 3.8
7 (6X 0z ) pwOoX (3:8)

El flujo convectivo produce cambios abruptos de densidad en la interfaz descritos mediante
la siguiente ecuacion:

p=po+ApO(Z — H) (3.9)

p v po representan las densidades de los fluidos correspondientes siendo Ap la diferencia
entre ellos teniendo en cuenta el valor que pueda tomar la funcién escaléon ©(Z — H)

descrita a continuacién :
1, Z>H

. Ll

oz - H) = (3.10)

La ecuacion (3.10) es también llamada la funcién de Heaviside de salto unitario donde H
es un numero real positivo H > 0 que muestra un valor unitario cuando Z se halla en la
parte derecha de H o asigna un valor nulo cuando Z esta a la izquierda , recordando que
H es una funcién de X en un tiempo 7. En la ec(3.8) reemplazamos las definiciones de
las componentes de la velocidad en funcién de ¥ y derivamos la ec(3.9) con respecto a X

se obtiene:

o
0X

Donde la funcién 6 de Dirac se obtiene al derivar la funcién de Heaviside, expresando el

VV2T = %Ap 5(Z — H) (3.11)

doble laplaciano como derivadas parciales la ecuacion anterior se convierte en:

o o} o g . OH
2 = ZAp—
+ + p an

ox+ " “oxz20z2 ' oz4 0(Z - H) (3.12)
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Transformamos adimensionalmente (3.12) mediante las escalas de longitud y tiempo :

X=L,x , H=Lh,T=1Lt,7Z =~LzyV = “2) obteniendo una ecuacién

t
diferencial parcial para la funcién corriente con variables independientes x y z en este

nuevo sistema de unidades.

ot 84 ot oh
o + 252 w -+ 54 ¢ = BRy—0(z — h) (3.13)
Dt ox
gApL3
Donde se denotan los siguientes parametros como el nimero de Rayleigh : R, o

que dependiente de Ap el cual indica cuando el fluido mas denso esta arriba del menos

L
denso u opuesto tomando valores negativos o positivos y 8 = L_x y considerando v = —1
z

v
,donde v = H . La ecuacion (3.13) es resuelta mediante series de Fourier para ¢ y h en
v

funcibon de x , z y t

=) (2, t)sin(ng) (3.14)
y
h = i H,(t) cos(nqz) (3.15)

Donde la variable x € [0, L] y el pardmetro ¢ = w/L. Las series de Fourier expresadas
anteriormente satisfacen las siguientes condiciones de frontera : Oh/dz=0 y 93h/0x3=0
enz =0y z = L [10]. Reemplazando las series de Fourier en la ec(3.13), la funcién delta
de Dirac es evaluada en z # h tomando un valor nulo y tomando el caso particular de
B =1 se obtiene la siguiente ecuacién diferencial ordinaria:

d41/)n o ( ) 2¢'I‘L
dt M Ty

+ (ng) 4, = 0 (3.16)

Resolviendo para cada componente de la Funciéon corriente v, en términos de H,

expresadas en el siguiente esquema matematico (ver apéndice AG1):

Ae ™ (1 +nqz) si z>0
Uy = ( 2 (3.17)
Ane"”* (1 —ngz) si z2<0

Donde n es un nimero entero positivo y la constante A,, relaciona el numero de Rayleigh
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y los coeficientes de Fourier en la siguiente expresién :

R, H,
A, =— ., n>1 3.18
g " (3.18)

La ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky (3.1) también la volvemos adimensional usando las
mismas escalas de longitud y tiempo, pero definiendo las escalas L, , L, y L; en funcion
de los coeficientes  , v v Vj expresadas en las siguientes relaciones : L, = \/W , Ly =
k/v?, L, =v|/Vo, v =wv/lv|hallando una ecuacién diferencial parcial de la altura del
frente evolucionando con el tiempo

—= G = + 92 —@4‘% (3.19)

ot ox2 ' 2

Donde Cy = 0 es la velocidad del frente plano en lo que resta de la tesis mediremos las

oh _0h 1(%)2 9*h

velocidades de los frentes relativos a la velocidad del frente plano (Cy = 0) y la condicién
v = —1 que vuelve al frente plano inestable, y reemplazando la definicién de la componente
de la velocidad en z evaluada en z = 0 obteniendo la siguiente ecuacién:

oh  &?h 1 (0h\* 0'%h  R,~=H,
¥ = T <%> ~ 31 v ; " cos(nqz) (3.20)

La ecuacion (3.20) es la ecuacién (KS) acoplada con el flujo de Stokes que muestra la
evolucion de la altura del frente variando en z para un tiempo ¢ con sus respectivos

coeficientes de Fourier H,, donde se aprecia un término no lineal (0h/0x)?.

3.2. Soluciones Numéricas de la ecuacion de
Kuramoto-Sivashinsky

En esta seccion mostraremos los métodos numéricos para encontrar las soluciones
estacionarias, las cuales son independientes del tiempo. Primero mostraremos un método
para encontrar soluciones estacionarias estables. Luego, utilizaremos el método del disparo
para verificar las soluciones anteriores y ademas encontraremos con este método las

soluciones estacionarias tanto estables como inestables.
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3.2.1. Soluciones estables que evolucionan con el tiempo

En ésta seccién analizaremos la evolucién de los frentes de reaccion estables que
evolucionan con el tiempo. Se plantean soluciones de la forma en serie de Fourier para

h(z,t) como el producto de dos funciones para = y t

Z H,(t) cos(ngx) (3.21)

Donde H,, son los coeficientes de Fourier y la solucién h(z, t) debe satisfacer las condiciones
de frontera impuestas en las paredes obteniendo un sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias ver apéndice (AG2)

dH, R,
It = (nq)2— (HQ)4+ 4<nq>] H,+ = C] leHl (5 Ji—p| — 5n,l+p)7 n>1 (322)
Lp
y
dH, 2 &
—2=Co+ qz Ny (3.23)
p

Donde ¢ = w/L , L es la separacién entre las placas n,l y p son ntimeros enteros. La
ec(3.23) muestra la evolucién temporal de los frentes en un cason > 1y la ec(3.24) para un
caso de la evolucion temporal de la altura promedio.Las ecuaciones anteriores representan
un conjunto de ecuaciones diferenciales resueltas mediante algoritmos matematicos,
desarrollados a partir de métodos numéricos implementados en el método de Euler

implicito.

3.2.2. Soluciones estacionarias estables e inestables

Soluciones estacionarias son expresadas de la forma h(x,t) = h(z) + ct, donde ¢ es la
velocidad constante del frente y h(z) es el perfil del frente espacial, donde transformamos
la ec(3.20) en una ecuacién diferencial ordinaria con la solucién propuesta obteniendo lo

siguiente:

2h  d*h > Ry H,
CT @R a2 <d> 2 g oslnar) (3.24)
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La ec(3.21) es una ecuacién diferencial no lineal ordinaria de cuarto orden, donde h es
solamente funcion de x , n es un nimero entero positivo n > 1y H,, sus correspondientes
coeficientes de Fourier e imponiendo las siguientes condiciones de frontera : la primera
derivada h'(0) = R'(L) = 0 y la tercera derivada h"(0) = hA”(L) = 0 [10] donde L
es la separacién entre las placas. La ecuacion (KS) es resuelta con ordenador mediante
algoritmos matematicos, disenados a partir de métodos numéricos como el método del
disparo no lineal, el cual se puede explicar a partir del movimiento parabdlico ver cap(2.2).
Es necesario en primer lugar hallar una solucién para R, = 0, es decir el caso sin conveccion
para posteriormente observar como evoluciona en los casos donde : R, = 0,1 el fluido mas
denso esta arriba del menos denso o el caso opuesto R, = —0,1 el fluido mas denso
esta abajo del menos denso obteniendo sus velocidades y coeficientes de Fourier en los
correspondientes casos .El dominio de estudio preestablecido es 0 < x < L donde L =10

y el tamano del paso 0.0001 para luego construir el frente.

3.2.3. Analisis de Estabilidad Lineal

La evolucion de los frentes estacionarios es sometido a pequenas perturbaciones para
estudiar las regiones de estabilidad a lo largo del dominio L, donde se introducen en la
ec(3.21) la solucién estacionaria h(z) y se agrega una funcién de perturbacion H'(x,t) y
tomando solo términos lineales se obtiene la siguiente ecuacion:

oH' O*H' O0*H' [(0h\ (OH'\ R,~= H,
ot - 0x? - Oxt - (%) ( 0w ) - Z;H_QCOS(nqx) (3.25)

La funcién de perturbacion es expresada como el producto de dos funciones una de ellas

evolucionando con el tiempo y la otra espacialmente denotadas como :
H'(z,t) = " H(z) (3.26)

Donde ¢ es la rapidez de crecimiento de la perturbacion indicando que para valores
muy grandes la perturbacién seria infinita y H(z) una funcién espacial. Introduciendo la
ec(3.26) en la ecuacién diferencial parcial (3.25) se obtiene una ecuacién de auto-valores
y auto-funciones, siendo ¢ el auto-valor y H la auto-funcién ver apéndice(AG3).

. d2H d*H dh\ ([ dH R, <~ H,
H=_—"" _ 2" ¢ (=) == S N 2
o Tz T g T (dx) (d:c) + Z o cos(nqw) (3.27)

n=1
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La ec(3.27) determina la estabilidad de los frentes estacionarios h(z), donde ¢ es un
numero imaginario donde la parte real puede tomar valores positivos indicando soluciones
estables o negativos mostrando soluciones inestables. Introduciendo series de Fourier para

h(zx) y H(x) para solucionar la ec (3.27) expresadas como:

h(z) = Z hy, cos(ngx) (3.28)
H(zx) = Z H,,, cos(mqz) (3.29)

Donde n y m son niimeros enteros positivos, h,, y H,, son sus correspondientes coeficientes
de Fourier. Las funciones h(x) y H(x) conforman una base ortogonal, proyectando sobre la
funcién coseno se obtiene un sistema de ecuaciones lineales de auto-valores con coeficientes

de Fourier H, ver apéndice(AG3)

# 5 N = R, -
oH, = (pg)° Hy — (pg)* Hy + > Apm Hom + 1ot (3.30)

La ecuacion anterior describe la estabilidad de las soluciones estacionarias con m y p

enteros donde la matriz A,,, esta definida como:
mq? ~—
Apm = =5 > 1l (Sjnrml.p — Ontmp) (3.31)

La ecuacién (3.30) es resuelta mediante algoritmos matematicos disenados a partir de
métodos numéricos programados en un ordenador para calcular los auto-valores se utilizo
8 términos de truncacién no habiendo mucha diferencia significativa con mas términos.
El lenguaje de programacion FORTRAN ofrece en su libreria un paquete para calcular
los auto-valores llamado CG el cual se usé junto al cdédigo correspondiente a la ecuacion

de auto-valores.

3.3. Resultados obtenidos

Cuando la propagacion de los frentes es afectado por un flujo convectivo puede modificar
la evolucién de éstos haciendo disminuir o aumentar las velocidades o alturas, pero para

tomar como punto de referencia la variacion de éstas magnitudes se toma el caso sin
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conveccién, utilizaremos un pardametro ligado al fenémeno convectivo llamado ntmero
de Rayleigh denotado por R,, para el caso sin conveccién su valor es nulo, sin embargo
éste parametro depende de las diferencias de densidades entre dos fluidos pudiendo tomar
valores positivos indicando que el fluido mas denso esta encima del menos denso o valores
negativos senalando lo contrario. Se ha tomado tres valores diferentes del pardmetro R,
que describen las situaciones antes mencionadas. Primero se analiza el caso sin la presencia
de un flujo convectivo, es decir con un valor nulo de R, y a partir de éste contexto fisico
se contrastara con los otros dos posibles escenarios donde se han tomado los valores de
R, =0.1 y R, = —0.1. La evolucién de los frentes ocurre en un dominio de estudio

3 < L <10. Ademas se compard los resultados obtenidos en [25].

3.3.1. Soluciones estacionarias estables e inestables con R, =0.0

Existen multiples soluciones para la ecuacién (K-S) que pueden ser: simétricos, asimétricos
o planos en un contexto fisico sin conveccion. Las soluciones representan las alturas de
los frentes para diferentes valores que toma el parametro L que representa la separacion
entre las placas. Existe un valor umbral para la separacién entre las placas en L = 7[?],
es decir cuando se eleva el valor de L empiezan a originarse las diversas soluciones antes
mencionadas. Para diferenciar los diferentes tipos de soluciones se introduce un eje paralelo
a la altura del frente pero que pase por la mitad del dominio dividiéndolo en dos partes
iguales denominado eje de simetria [?]. Por ejemplo la fig(3.3a) corresponde a una solucién
no simétrica con uno de sus lados cayendo sobre el otro, mientras las fig(3.3b) y (3.3¢c)
pertenecen a soluciones simétricas pero con las concavidades opuestas. Las soluciones de
las fig(3.3a) y (3.3b) alcanzan la misma maxima altura de sus correspondientes frentes,

mientras en la fig(3.3c) alcanza un valor minimo.
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Alturadel Frente
Alturadel Frente

Alturadel Frente

Figura 3.3: Soluciones espaciales sin conveccién evolucionando a lo largo del dominio. La
fig (3.3a) muestra una solucién no simétrica con L =3.5, mientras las figuras (3.3b) y

(3.3c) son soluciones simétricas con L =7.0 pero céncavas hacia abajo y arriba

Si la separacién entre las placas es aumentada con respecto a las graficas mostradas
anteriormente se originan otro tipo de soluciones. Por ejemplo las graficas (3.4a), (3.4b)
y (3.4d) representan soluciones asimétricas y la gréfica (3.4c) pertenece a una solucién

simétrica céncava hacia abaja. Las gréficas (3.4a) y (3.4b) logran alcanzar casi la misma

altura maxima.
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Figura 3.4: Soluciones espaciales para diferentes L del dominio. Las fig (3.4a)(L.=8.0),
(3.4b)(L=9.5) y (3.4d)(L=9.43) pertenecen a frentes no simétricos y la figura

(3.4¢)(L=6.3) corresponde a un frente simétrico.

3.3.2. Velocidades de los frentes estables e inestables con
R, =0.0

En la fig(3.5a) se muestran las velocidades de los frentes para cada una de las soluciones
halladas en la sub-seccién anterior. Las soluciones representadas por las fig(3.3a), (3.3b)

y (3.3¢) alcanzan una misma velocidad méxima de 1.60 mostradas por las ramas A y
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B, mientras la rama D representa la velocidad de la fig(3.4b) alcanzando una velocidad
maxima de 0.35 en L = 10. La rama E corresponde a la solucién de la fig(3.4c) que se
mueve a bajas velocidades en comparacién con las otras soluciones, siendo su maxima
velocidad de 0.1 y la rama F representa la velocidad de la fig(3.4d) que alcanza una

velocidad méxima de 1.0 en la pared. La fig(3.5) muestra la velocidad de todos los frentes,

1.6
14
1.2

1t
08 |
0.6
04 |

Velocidad del Frente ()

0.2 |

O !
2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 3.5: Velocidades de propagacion de los diferentes frentes estacionarios donde la
rama A pertenece a un frente asimétrico, B y C' corresponden a soluciones simétricos,

mientras las ramas C',D y I corresponde a frentes asimétricos

donde la rama A empieza en la separacién entre las placas umbral, es decir en L = 7.
Ha medida que se aumenta el valor del dominio ocurren algunos hechos interesantes
por ejemplo: las ramas A y B alcanzan la misma velocidad maxima en puntos que son
multiplos en dos, es decir en L =3.75 y L =7.51 respectivamente como tratando de
manifestarse un patrén en la velocidad, mientras en las otras ramas restantes pueden

propagarse muy lento en el caso de E o muy répido el caso de C.
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3.3.3. Regiones de estabilidad de los frentes estables e inestables

con R, =0.0

Las soluciones halladas en la sub-seccion anterior tienen diferentes estabilidades que se
muestran en la fig(3.6), recordando que valores negativos en la parte real de o corresponden
a frentes estables y valores positivos frentes inestables. La rama G corresponde al frente
plano que se vuelve inestable en L > m, mientras las ramas A y B; son estables que
corresponden a las soluciones de las fig(3.3a) y (3.3b). Las ramas By y F corresponden
a frentes simétricos inestables fig(3.3c) y fig(3.4c), mientras las ramas C, D y F

corresponden a frentes asimétricos inestables. Cada frente estacionario tiene una evolucion

04 - (\
B,
02 | E

O L

F

-0.2

Re(o)

-04

-0.6

-0.8

_1 I I | | ! !
3 4 5 6 I 8 9 10

Figura 3.6: Estabilidad de los diferentes frentes estacionarios en todo el dominio L. Las
ramas A y B; corresponden a frentes estables, sin embargo las ramas By, C, D, E'y
F' pertenecen a frentes inestables. La rama G pertenece a la solucion del frente plano

mostrando en L >3.14 se vuelve inestable.

diferente con regiones de estabilidad distintas y velocidades maximas que van desde muy
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lentas hasta rapidas. En este caso especifico de propagacion de frentes en ausencia de un
flujo convectivo se obtuvieron las soluciones estacionarias estables e inestables que seran
tomadas en cuenta para el caso con R, =0.1 mostrando si hay cambios en las magnitudes
de las soluciones como las alturas de los frentes, incremento en las velocidades o regiones

de estabilidad.

3.3.4. Soluciones estacionarias estables e inestables con R,=0.1

En la sub-seccién (3.3.1) se obtuvieron las soluciones estacionarias estables e inestables
en ausencia de un flujo convectivo. Ahora estudiaremos el caso donde el fluido més denso
que corresponden a los reactantes de la reaccién se encuentran sobre los productos de la
reaccion auto-catalitica que es de menor densidad. Consideraremos el caso particular de
R, =0.1 para analizar como se afectan los frentes de reaccion debido al flujo convectivo que
proviene del gradiente de densidades. En la fig(3.7) se muestran los perfiles de algunos
frentes de reaccién con R, =0.1. La fig(3.7a) corresponde a una solucién no simétrica
obtenida para una separacion entre placas L =3.5. El sentido del rollo de conveccién es
el mismo que se obtiene modelando el flujo convectivo con la ley de Darcy. Este rollo
convectivo sube por la pared de la izquierda (x = 0) y baja por la pared de la derecha
(x = L). Para poder visualizar los rollos de conveccién se ha multiplicado por cuatro los
vectores de conveccion. La fig(3.7b) pertenece a una solucién simétrica hallada con una
separacién entre placas de L =7.0. Los sentidos de los dos rollos de conveccion son iguales
al que se obtiene describiendo con la ley de Darcy. Estos dos rollos surgen desde el centro
del dominio (z = L/2) y caen en los extremos de las paredes. Debido a que los rollos
de conveccién son pequenos se ha multiplicado por cuatro los vectores de conveccion.
La fig(3.7c) es también una solucién simétrica con igual separacién entre placas que la
fig(3.7b), pero con diferente perfil de altura. Los dos rollos de conveccién se originan
desde las paredes y bajan en el centro del dominio (z = L/2). Los sentidos de los rollos
de conveccién son diferentes mientras uno de ellos gira en forma horaria subiendo en la
pared izquierda el otro gira en forma opuesta origindndose desde la pared derecha. Debido
a que los vectores que muestran los rollos son pequenos se les multiplico por cuatro para
poder percibir el flujo convectivo. Otra clase de perfiles de frentes de reaccién son los

mostrados en la fig(3.8). La fig(3.8a) pertenece a una solucién no simétrica obtenida de
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Figura 3.7: Frentes estacionarios sujetos a un flujo convectivo con R, =0.1. La gréfica
(3.7a) muestra un perfil no-simétrico con L =3.5, mientras las graficas (3.7b) y (3.7¢c)

muestran soluciones simétricas con L =7.0

una separacion entre placas L =8.0. Aparece un solo rollo de conveccién bajando cerca
de la concavidad y volviendo a subir en la pared izquierda (z = 0). En este caso poder
visualizar los rollos de conveccién se ha multiplicado por dos los vectores de conveccion. La
fig(3.8b) corresponde a una solucién no-simétrica obtenida con una distancia entre placas
(L =9.,5). El sentido del rollo de conveccién es similar al que se obtiene describiendo el
flujo convectivo con la ley de Darcy. La altura méxima del frente obtenido se incrementé de
z = 3 (caso sin conveccién) hasta z = 4 (caso con conveccion). Para poder observar el flujo
convectivo se ha multiplicado por 1.8 los vectores de conveccién. La fig(3.8¢) pertenece a

una solucién simétrica obtenida con una separacién entre placas (L = 6,24). Se originan
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dos rollos de conveccién subiendo en las paredes (z = 0) , (x = L) y bajando en medio
del dominio (z = L/2). La altura méxima del frente (z = 0,7) crecié en comparacién
al caso sin flujo convectivo (z = 0,5). Debido a que la altura del frente es mds menor
comparado a los casos anteriores se multiplicd por cinco los vectores de conveccion. La
fig(3.8d) corresponde a una solucién no-simétrica obtenida con una separacién entre placas
(x = 9,43). Los rollos de conveccién surgen desde abajo de la curva en los puntos maximos
y caen en los minimos. La altura méxima del frente (z = 1,09) aumenté comparado al
caso sin conveccién que tiene una altura del frente (z = 0,23). Para poder visualizar el

flujo convectivo se ha multiplicado por seis los vectores de conveccion.
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Figura 3.8: Perfiles espaciales con diferentes separacion entre las placas, apareciendo rollos

convectivos desde las paredes y cayendo en diferentes partes del dominio.
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3.3.5. Velocidades de los frentes estables e inestables con
R, =0.1

En ésta sub-seccién se analizara las velocidades de propagacion de los frentes hallados
en la sub-seccién anterior.En la fig(3.9) se muestran las velocidades de cada una de las
soluciones halladas en la sub-seccién (3.3.4). Las velocidades de estos frentes son maés
rapidos comparados cuando no hay flujo convectivo. La rama A representa la velocidad
de propagacién del frente de reaccién no simétrico obtenido en la fig(3.7a). La velocidad
maxima de propagacion del frente es 1,84 menor al usado en la ley de Darcy para describir
el flujo convectivo 3,46. La rama B corresponde a la velocidades del frente de reaccion
simétricos hallados en las fig(3.7b) y fig(3.7¢c). Las velocidades méximas de las ramas A
y B son las mismas alcanzadas en puntos miltiplos en dos (L = 3,73) , (L = 7,46) como
si se estuviera presentando un patrén en la velocidad. La rama C' representa la velocidad
de propagacién del frente de reaccién no-simétrico obtenido en la fig(3.8a). Este frente
también alcanza una velocidad maxima muy cercana a las ramas A y B algo similar cuando
el flujo convectivo es modelado por la ley de Darcy.La rama D representa la velocidad
de reaccién del frente no-simétrico hallado en la fig(3.8b). Esta rama tiene una regién en
el dominio con dos velocidades distintas 8,86 < L < 9,37 mayor al hallado en la ley de
Darcy que modela el flujo convectivo en un tramo diferente 8,24 < L < 8,54. La rama F
corresponde a la velocidad de propagacién del frente simétrico obtenido en la fig(3.8c).
La rama experimenta un incremento en su dominio 6,20 < L < 6,25 en contraste a la
ley de Darcy que describe el flujo convectivo 5,67 < L < 5,71. La rama F' representa la
velocidad de propagacién del frente de reaccién no-simétrico obtenido en la fig(3.8d). La
velocidad maxima de esta rama es 1,31 casi una tercera parte al utilizado en la ley de

Darcy 3.,48.
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Figura 3.9: Velocidades de propagacion de las diferentes soluciones estacionarias estables
e inestables con R, =0.1. experimentando un incremento en las velocidades para cada

una de las soluciones.

3.3.6. Regiones de estabilidad de las soluciones estables e

inestables con R, =0.1

En ésta sub-seccion se analizara la estabilidad de los frentes estacionarios estables e
inestables hallados en la sub-seccién(3.3.4). La fig(3.10) muestra las regiones de estabilidad
de los frentes. La rama G corresponde a la estabilidad del frente plano que se vuelve
inestable en L >3.10. La rama A es estable que corresponde a la soluciéon no simétrica
obtenida en la fig(3.7a). La regién de estabilidad ocurre en 3,10 < L < 6,23 un poco
menos si comparamos cuando no hay flujo convectivo 3,14 < L < 6,31. La misma rama
es mayor si es comparada cuando el flujo es descrito por la ley de Darcy cuyo tramo es
2,83 < L < 5,71. La rama B; es también estable que corresponde a la solucién simétrica

hallada en la fig(3.7b). La regién de estabilidad se da en el intervalo 6,23 < L < 10
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mayor cuando no hay flujo convectivo 6,31 < L < 10. La misma rama es menor cuando
el flujo convectivo es descrito por la ley de Darcy que tiene una region de estabilidad en
5,71 < L < 10. Las ramas A y Bj son estables, cuando una de ellas disminuye su regién
de estabilidad la otra aumenta. La rama Bs es inestable que corresponde a la solucion
simétrica obtenida en la fig(3.7c). El intervalo de la rama se da en 6,25 < L < 7,47 menor
cuando hay ausencia de flujo convectivo 6,31 < L < 7,44. Cuando el flujo convectivo es
descrito por la ley de Darcy su regién de estabilidad ocurre en el intervalo 5,71 < L < 6,82

menor cuando el flujo de conveccion es descrito por la ecuacién de Navier-Stokes. La rama

0.6
04
0.2
0
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8
-1

Re(o)

Figura 3.10: Estabilidad de los diferentes frentes estacionarios en todo el dominio L. Las
ramas A y B corresponden a soluciones estables, sin embargo las ramas By, C, E y
F' pertenecen a soluciones inestables, la rama D tiene una regién estable. La rama G

pertenece a la solucién del frente plano mostrando en L >3.10 se vuelve inestable.

C' es inestable que corresponde a la solucién no-simétrica obtenida en la fig(3.8a). Su
region de estabilidad sucede en el tramo 7,47 < L < 9,57 menor cuando no hay flujo

convectivo 7,44 < L < 9,46. La misma rama cuando es modelado con la ley de Darcy

36



ocurre en 6,82 < L < 8,55 menor comparado cuando el flujo es descrito por la ecuacion
de Navier-Stokes. La rama D representa la estabilidad de la solucién no-simétrica hallada
en la fig(3.8b). Esta rama presenta una doble estabilidad en su dominio, es estable en el
intervalo 8,86 < L < 10 e inestable en 8,86 < L < 9,37. Esta misma caracteristica presenta
la rama cuando el flujo convectivo es modelado con la ley de Darcy en un intervalo menor
8,24 < L < 8,54. Larama F es inestable que corresponde a la solucién simétrica obtenida
en la fig(3.8¢c). La regién de estabilidad se presenta en 6,20 < L < 6,25 no habiendo
mucha diferencia cuando hay ausencia del flujo convectivo 6,28 < L < 6,31. Lo mismo
pasa cuando el flujo convectivo es modelado mediante la ley de Darcy en el intervalo
5,67 < L < 5,71. La rama F' es inestable que corresponde a la soluciéon no-simétrica
hallada en la fig(3.8d). La regién de estabilidad ocurre en 9,37 < L < 10 no habiendo

mucha diferencia cuando no hay flujo convectivo 9,43 < L < 10.

3.3.7. Soluciones estacionarias estables e inestables con R, =-0.1

En la sub-seccién (3.3.4) se hallaron las soluciones estacionarias estables e inestables para
el caso donde el fluido mas denso correspondiente a los reactantes de la reacciéon estan
encima de los productos de la reaccién auto-catalitica que tiene una densidad menor.
Ahora estudiamos el caso opuesto, es decir cuando los productos de la reacciéon auto-
catalitica se encuentran arriba de los reactantes de la reaccion. Se considera el caso
particular R, = —0.1 para analizar como son afectados los frentes de reaccién en un
flujo convectivo opuesto. En la fig (3.11) se muestran algunos perfiles de los frentes de
reacciéon con R, = —0.1. La fig(3.11a) corresponde a una solucién no-simétrica obtenida
para una separacion entre placas (L = 3,5). El sentido del rollo de conveccién es opuesto al
que se obtiene modelando el flujo convectivo con la ley de Darcy. Este rollo de conveccion
sube en la pared derecha (z = L) y cae por la pared izquierda (x = 0). Para poder percibir
los rollos de conveccién se ha multiplicado por 3.5 los vectores de conveccion. La fig(3.11b)
pertenece a una solucién simétrica hallada con una separacién entre placas (L = 7,0). Los
sentidos de los dos rollos de conveccion son opuestos a los que se obtienen modelando con
la ley de Darcy. Estos rollos surgen desde las paredes (z = 0) y (x = L) y bajan en el
centro del dominio (z = L/2). Debido a que los rollos de conveccién son pequenos se ha

multiplicado por cuatro los vectores de conveccion.
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Figura 3.11: Frentes estacionarios sujetos a un flujo convectivo con R, = —0.1. La gréfica

(3.11a) muestra un perfil no-simétrico con L =3.5, mientras las gréficas (3.11b) y (3.11c)

muestran soluciones simétricas con L =7.0

La fig(3.11c) es también una solucién simétrica con la misma separacién entre placas que
la obtenida en la fig(3.11b), pero con distinto perfil de altura. Los sentidos de los rollos
de conveccién son opuestos pero surgen desde el mismo punto (x = L/2) y caen en las
paredes. Debido a que los vectores que muestran los rollos de conveccién no se pueden
percibir se les multiplicé por 4.5 para poder percibir el flujo convectivo. Otra clase de
perfiles de frentes de reaccién son presentados en la fig(3.12). La fig(3.12a) corresponde a
una solucién no-simétrica obtenida con una separacién entre placas (L = 8,0). Se origina
un solo rollo de conveccion subiendo cerca del punto minimo de la curva y baja en la

pared izquierda (z = 0).
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Figura 3.12: Frentes estacioanrios estables e inestbles con rollos convectivos apareciendo

desde diversas partes del dominio.

Para poder visualizar los rollos de conveccién se multiplico por tres los vectores de
conveccién. La fig(3.12b) pertenece a una solucién no-simétrica con una separaciéon entre
placas (L = 9,51). El sentido del rollo de conveccién es opuesto al que se obtiene
modelando el flujo convectivo con la ley de Darcy. La altura maxima del frente obtenido
disminuyé de (z = 4) (caso con conveccién donde el fluido més denso estd sobre el menos
denso) en casi cinco veces (z = 0,8) (caso con conveccién donde el fluido menos denso esta
arriba del més denso). La fig(3.12c) corresponde a una solucién simétrica hallada con una
distancia entre placas (L = 6,38). Se originan dos rollos de conveccién opuestos al que
se obtiene describiendo el flujo convectivo con la ley de Darcy. Los rollos de conveccion

suben en la mitad de la separacién entre placas y bajan en las paredes. La maxima altura
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alcanzada por el frente (z = 0,4) disminuyé al caso con flujo convectivo positivo (fluido
mas denso arriba del menos denso) (z = 0,7). Los vectores de conveccién se multiplicaron
por 2.5 para poder percibir el flujo convectivo. La fig(3.12d) pertenece a una solucién no-
simétrica obtenida con una separacion entre placas (L = 9,56). Los rollos de conveccién
bajan en los punto maximos de la curva y suben en los minimos. La altura maxima del
frente (z = 0,3) disminuyé comparado al caso con flujo convectivo positivo (z = 1,09).
Los vectores del flujo convectivo que muestran los rollos de conveccion se multiplicaron

por 2.5.

3.3.8. Velocidades de los frentes estables e inestables con R, —-

0.1

En la sub-seccién (3.3.8) se mostraron los perfiles de las alturas de los frentes de
reaccion para diferentes separacién entre placas L. Ahora estudiaremos las velocidades
de propagacién de cada uno de los frentes. En la fig(3.13) se muestran las velocidades
de cada uno de los frentes. La rama A representa la velocidad de propagacién de la
solucién no simétrica obtenida en la fig(3.11a). La velocidad maxima de ésta rama es
1,37 un valor menor si es comparado cuando R, = 0,1 que alcanza 1,84. Cuando el
flujo convectivo es modelado con la ley de Darcy la rama tiene un valor méximo un
poco mas de 0,35. La rama B corresponde a la velocidad de las soluciones simétricas
halladas en las graficas (3.11b) y (3.11c). Las velocidades méaximas de las ramas A y B
son las mismas, pero en puntos del dominio diferentes (L = 3,78) , (L = 7,56) como
si estuviera presentando un patron en la velocidad. La rama C representa la velocidad
de propagacién de la solucién no-simétrica obtenida en la fig(3.12a). Este frente también
alcanza una velocidad maxima cercana a las ramas A y B. La rama D corresponde a la
velocidad de propagacion de la solucién no-simétrica hallada en la fig(3.12b). Su dominio
tiene una caracteristica particular presentando dos velocidades en 9,51 < L < 9,56 un
intervalo que no existe cuando el flujo convectivo es modelado con la ley de Darcy. La
rama F representa la velocidad de propagacion de la solucion simétrica obtenida en la
fig(3.12c). La rama alcanza una velocidad maxima de 0,06 un valor menor comparado al

caso cuando el fluido més denso estd arriba del menos denso 0,16. La rama F' corresponde
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a la velocidad de propagacién de la solucién no-simétrica hallada en la fig(3.12d). La
rama obtiene una velocidad maxima de 0,76 un valor menor cuando se compara al caso

del fluido mas denso sobre el menos denso 1,31.
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02}

Figura 3.13: Velocidades de propagacion de las diferentes soluciones estacionarias con
R, = —0.1 experimentando una disminucién en las velocidades para cada una de las

soluciones, comparadas al caso R, =0.1

3.3.9. Regiones de estabilidad de las soluciones estables e

inestables con R, = —0.1

En ésta sub-seccion se analizara la estabilidad de los frentes estacionarios estables
e inestables obtenidos en la sub-seccién (3.3.7). La fig(3.14) muestra las regiones de
estabilidad de los frentes. La rama G corresponde a la estabilidad del frente plano que
se vuelve inestable en L >3.18. La rama A es estable que corresponde a la solucién no-

simétrica obtenida en la fig(3.11a). La regién de estabilidad se da en 3,18 < L < 6,39
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un intervalo un poco mayor si es comparado al caso cuando el fluido mas denso esta
encima del menos denso cuya region es 3,10 < L < 6,23. La misma rama es menor si
es comparada cuando el flujo convectivo es modelado por la ley de Darcy cuya region
de estabilidad es 3,74 < L < 7,51. La rama B; es estable que pertenece a la solucion
simétrica hallada en la fig(3.11b). La regién de estabilidad ocurre en 6,39 < L < 10 un
poco menor si es contrastado con el caso para R, =0.1 cuya region es 6,23 < L < 10.
La misma rama es menor cuando es comparada con el caso cuando el flujo convectivo
es descrito por la ley de Darcy cuya region 7,51 < L < 12. La rama B, es inestable
correspondiente a la solucién simétrica obtenida en la fig(3.11c). La regién de estabilidad
se presenta en 6,39 < L < 7,41 un intervalo un poco menos en comparacion al caso con el
flujo convectivo positivo (fluido mas denso encima del menos denso) cuya regién se da en
6,25 < L < 7,47. La regién de estabilidad cuando el flujo convectivo es descrito por la ley
de Darcy se presenta en 7,53 < L < 8,66 un intervalo un poco menor al caso cuando el flujo
de conveccién es descrito por la ecuacién de Navier-Stokes. La rama C' es inestable que
corresponde a la solucién no-simétrica obtenida en la fig(3.12a). La regién de estabilidad
sucede en 7,41 < L < 9,56 un intervalo un poco menor con el caso del nimero R, positivo
con regiéon 7,47 < L < 9,56. La misma rama cuando es modelado con la ley de Darcy se
presenta en un tramo diferente del dominio 8,66 < L < 11,25 menor contrastado al flujo
convectivo descrito por Navier-Stokes. La rama D es inestable que pertenece a la solucion
no-simétrica hallada en la fig(3.12b). La rama presenta una caracteristica especial en la
cual parte de su region tiene dos auto-valores en 9,51 < L < 9,56 un intervalo en contraste
con el caso del fluido mas denso encima del menos denso 8,86 < L < 9,37. La rama F es
inestable que corresponde a la solucién simétrica obtenida en la fig(3.12c). Su regién de
estabilidad se presenta en 6,36 < L < 6,39 no habiendo mucha diferencia al caso del fluido
mas denso encima del menos denso con regién de estabilidad en 6,20 < L < 6,25. La rama
F' es también inestable que pertenece al solucién no-simétrica obtenida en la fig(3.12d).
La regién de estabilidad de esta rama sucede en 9,56 < L < 10 habiendo una pequena

disminucién comparado al caso del flujo positivo cuyo intervalo es 9,37 < L < 10.

42



Re(o)

Figura 3.14: Estabilidad de los diferentes frentes estacionarios en todo el dominio L =10.
Las ramas A y B; corresponden a soluciones estables,mientras las ramas By,C',D,E v F
pertenecen a soluciones inestables. La rama G pertenece a la solucion del frente plano

mostrando en L >3.18 se vuelve inestable.
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Conclusiones

Comparando los frentes descritos mediante la ecuacion de Kuramoto-Sivashinsky bajo un
flujo convectivo descrito por la ley de Darcy y por la ecuaciéon Navier-Stokes se obtiene lo
siguiente:

1. La altura de los frentes estacionarios estables (caso sin conveccién) se incrementan
ligeramente al caso convectivo (fluido més denso estd encima del menos denso). Sub-
secciones (3.3.1) y (3.3.4). Ahora si consideramos el otro tipo de flujo convectivo (fluido
menos denso arriba del més denso) la altura de los frentes disminuye ligeramente si
se contrasta con los dos casos anteriormente mencionados sub-seccién(3.3.7). El flujo
convectivo también puede ser modelado por la ley de Darcy obteniéndose alturas de los
frentes mayores al descrito por la ecuacion de Navier-Stokes.

2. Un flujo convectivo positivo (fluido mas denso sobre uno menos denso) no solo modifica
la altura de los frentes (caso sin conveccién) sino también la velocidad de propagacion de
cada uno de ellos obteniéndose un pequeno incremento en cada una de los frentes sub-
secciones (3.3.2) y (3.3.5). Si se el otro tipo de flujo convectivo (fluido menos denso arriba
del més denso) la velocidad de los frentes disminuye en relacién a los dos casos anteriores.
Ahora si consideramos el flujo convectivo descrito por la ley de Darcy hay una disminucion
en las velocidades en relacién al flujo descrito por la ecuacién de Navier-Stokes.

3. La regién de estabilidad de los frentes estacionarios estables para el caso sin flujo
convectivo sufre un evolucion: disminuyendo ligeramente en la rama A y aumentando en
la rama B para el caso con flujo convectivo positivo(fluido méas denso encima del menos
denso). Sin embargo en los frentes estacionarios inestables sucede algo similar: la rama Bs
experimenta un incremento en su region de estabilidad. La rama C' una disminucién en su
intervalo de estabilidad y las ramas F y F' incrementos en sus correspondientes regiones

de estabilidad.
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Apéndice General

AG1.Solucién de la ecuacion del flujo de Stokes

El flujo convectivo es descrito mediante la ecuacién del flujo de Stokes

ov

Pl *

(V.V)Vl — pgé, — VP + uv2V (3.32)

Donde 7 es la velocidad del fluido, P es la presién, g es la aceleracion de la gravedad
en la direccién vertical, é, es un vector unitario en la direccién vertical apuntando hacia
arriba y u es la viscosidad dindamica del fluido.

Asumiendo que la velocidad del fluido es independiente del tiempo 87 JOT = 0 e
incompresible V.7 = 0 ,es decir se esta conservando la densidad de masa en obteniéndose

lo siguiente:

V2V = % (VP — pgé,) (3.33)

El flujo del fluido es incompresible, es decir que la masa del fluido que esta entrando en
una determinada area es igual a la masa del fluido que sale, la masa permanece inalterable
en toda una superficie determinada, a esta condicion se le representa mediante la ecuacion

de continuidad.

Covx oV,
AT S+ 2 =0 (3.34)

El movimiento de cada particula del fluido podemos describirla mediante la funcion
corriente ¥, donde las componentes de la velocidad son expresadas en funcion de ella,

siendo: Vx = —0V/0Z , V; = 0V/0X y reemplazando en la ecuacién anterior se

0 ov o [0V
8_X <_8_Z) + (9_Z (3_X> =0 (3.35)

obtiene:



La velocidad del flujo convectivo se propaga en un plano X , Z descrito por la ec(3.33),
donde sus componentes describen la evolucién en cada eje. Tomando la componente X en

la ec(3.33) se obtiene:

1
V2Vx = — (VP — pgé.) (3.36)
H X
1 0P
ViVy =—— 3.37
X=X (3.37)
Se deriva la ecuaciéon anterior con respecto a Z
0 9 o (10P
37 (V*Vy) = 37 (ﬁa_x) (3.38)
Vx 1 &P
2 — —
X 0Z  noZoX (3:39)

La ecuacion anterior relaciona como el operador laplaciano aplicado en la evolucién de la
componente de la velocidad en X con respecto a Z es proporcional a la segunda derivada
parcial de la presién con respecto a X y en Z, por otro lado se toma la otra componente

de la velocidad en Z de la ec(3.33)

1
V2V, = — (VP — pgé,) (3.40)
H 7
1 (0P
e = — == 41
V*Vy ”(82 pg) (3.41)

Se deriva con respecto a X
0 o o (1 [0P
i g =2 4 W 42
ax V7 = 5% (M (az pg)) (342)

2
oV LOP 55 (3.43)
0X poXoZ poX

La ec(3.43) relaciona el operador laplaciano aplicado en la componente de la velocidad en

v?

Z varia con la segunda derivada parcial de la presiéon con respecto a Z y X y los cambios
de densidad con respecto a X.Las ecuaciones (3.39) y (3.43) se restan para obtener una
ecuacion donde el operador laplaciano actiia sobre la evolucion de cada componente de la

velocidad con respecto a sus ejes.

VQ (GVZ 8VX) _ g 8/)

X 0z X (3:44)

1noX
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Las definiciones de las componentes de la velocidad en funcién de la funcién corriente se
reemplazan obteniendo una ecuacion donde se relaciona al operador laplaciano aplicando

sobre las componentes de W y los cambios de densidad con respecto a X

0?v 9% g Op
2 oW\ _ 99
v (a)@ " 822) 2 (3.45)

Las densidades de los fluidos pueden expresarse mediante cambios abruptos donde Ap

puede ser negativo o positivo indicando si el fluido menos denso py se encuentra arriba

del mayor denso p o el caso opuesto.Donde ©(Z — H) es la funcién de Heaviside.

p=po+ApO(Z—H) (3.46)
I T

©(Z—-H) = (3.47)
0, Z<H

La funcién de Heaviside describe los cambios bruscos de densidad para una determinada
altura Z = H y H es una funcién de X en un tiempo T.La ec(3.46) es derivada con
respecto a X obteniendo una expresion para la funcién corriente Psi y la altura del frente

H, donde el delta de Dirac resulta de derivar la funciéon Heaviside.

o2y — IAOH ¢
VAV = MAan(S(Z H) (3.48)

El doble operador laplaciano aplicado sobre W en dos dimensiones para X y Z es expresado

CO1mo:

>? (PT OV > [PV PV
2 2 .
VI (V) = 55 (axz [ 622) Yz (ax2 * azz> (8.49)
4 4 4
v2v2m:aq]+2 o +a\y (3.50)

0X*4 0X207% 074
La ecuacién (3.50) representa al doble operador laplaciano expresado como una ecuacién
diferencial parcial de W en X y Z y reemplazada en la ec(3.48) se obtiene una ecuacién

diferencial parcial de cuarto orden que relaciona la funcién corriente y la altura del frente.

4 4 4
8\I/+2 o*v +8\I/:2A o0H

oxi t2axmaz T oz pSrax O — H) (3:51)
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Utilizando nuevas escalas de longitud y tiempo para volver la ecuacion diferencial
adimensional en: X = Lxxz, H = Lzh, T = Lyt, Z = Lzz, V¥ = (LxLz/Ly) se
halla sus correspondientes transformaciones en cada una de los miembros de la ecuacion

anterior.

o L, O%

0X* " I Ly 0 (3.52)

a)?;l(t)pzz T Iy LlT L, affg/;z (3.53)
iAo (3.54)
%%Z%f%? (3.55)

8(Z ~ H) = 8(Lz — Lzh) = §[Lz (2 = b)] (3.56)

La funcién delta de Dirac es reescalada en el interior de su argumento, pero es necesario

conocer la siguiente propiedad:

1
dla(z—y)l=—0(z~y) (3.57)
Donde a es una constante y x, y son variables, aplicados en el caso de la escala longitudinal
se obtiene lo siguiente:

5(Z - H) = 6[Ly (2= h)] = Lia (== h) (3.58)

Las nuevas expresiones halladas en este sistema de escalas es reemplazada en la ecuacion

diferencial parcial relacionando la funcién corriente v y la altura del frente h.

Ly, 8477/) 2 642,0 Ly 8477/) g L, oh 1
DLy 0rt | Ixlil, 0202  Tilr 04 p Ix02L, (z—h) (3.59)

La ecuacién diferencial parcial es agrupada de forma conveniente para poder definir nuevos
‘ = g P
pardmetros y constantes, donde se define R = =Ap como un nuevo término en esta

ecuacion.
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O Ly\? 0% Lx\" 0%  ~Lx 4 Ly Oh

Se define nuevos parametros en funcion de las escalas longitudinales y de tiempo donde:

f=Lx/Lz, v=L4%/Lry reemplazando en la ecuacién anterior se obtiene:

o' v 5484@0 RBLL 8
Oxt 012022 v Ox

Se define un nuevo pardmetro llamado ntmero de Rayleigh R, = RL? % /v, resultando en

+ 232

O s (5 — ) (3.61)

una ecuacion diferencial que relaciona la funcién corriente, la altura del frente y los nuevos

parametros definidos.

8y 54ab
a 4 28 %

Integrando la ecuacion anterior con respecto a z, donde se integra eligiendo una altura

‘” = fRu%- ¥ ~6(= — h) (3.62)

84
% 52 o 54

del frente promedio como limite de integracién un poco antes y poco después, donde ¢ es

un nimero muy pequeno.

/Ho+€ (841/J N ﬁZ 84770 . ﬁ‘l a4¢) Py /H0+E ﬂRa@é(z - h)dZ (363)

22022
Hop—e Oxt 0z Ho—¢ ox

La funcion corriente ¢ depende de las variables z,z que integrando con respecto a z

solamente es integrable el tercer término de la parte derecha de la ecuacion anterior,
mientras la funcion delta de Dirac integrada en los limites de integracién de la altura del

frente promedio tiene un valor de uno.

%Y
4 .
lg% B ( 023 )

Al ser evaluada la tercera derivada en los limites de integracién y haber tomado el limite

Ho+e
— Y055 a—Z( 1) (3.64)

Hoa‘

para un £ muy pequeno se obtiene la condicién de salto de la tercera derivada parcial de

1 en todo el eje z y considerando 8 =1 y eligiendo la altura del frente promedio en z =0

B2
(5+)

se obtiene:

= —R,H,(nq) (3.65)

2=0
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La ecuacién (3.62) es resuelta para el caso cuando la funcién delta de Dirac es evaluada
en z = h donde tiene un valor de cero, obteniendo la siguiente ecuacién diferencial:

oMY oY oMY B
ozt + 28x28z2 + 024 0 (3.66)

La ecuacion diferencial parcial es resuelta mediante series de Fourier para 1) expresadas

como el producto de dos funciones en z y z

= Z Un(z,t) sin(ngz) (3.67)

n=1

obteniendo sus derivadas parciales de orden superior para cada término de la ecuacion

diferencial parcial.

' _ o~ v :
57 = O ()"t (2, 0)sin(nga) (3.68)
n=1
o'y 2@
= _Z(nq) T3 sin(nqz) (3.69)
847,/) o2 d4wn )
= 2 g sin(ngzx) (3.70)

Las derivadas parciales obtenidas las reemplazamos en la ec(3.66) y proyectamos sobre la

funcién seno en el dominio L

- 4 kY : G . :
Z(nq) ¢n(z,t)/0 sm(mq:v)sm(nqx)dx—QZ(nq) 7,2 /0 sin(mgx) sin(nqz)dz+
n=1 pill

Z ¢4n / sin(mgqx) sin(nqx)dz = 0
—~ dz* Jy

El integrando de cada uno de los términos de la ecuacién conforman una base ortonormal

la cual es descrita abajo en la siguiente propiedad, donde m y n son nimeros enteros.

L 1 si m=n
/ sin(mgqx) sin(ngx)dx = (3.71)
0 0 si m#n

La condicién anterior reduce la ecuacién anterior en la siguiente expresion, donde el

argumento de la sumatoria tiene un valor de cero.

i {d%” - 2(nq)2d2w” + (ng)*, | =0 (3.72)
n=1

dz4 dz?
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La ecuacion obtenida es una ecuacién diferencial ordinaria de cuarto orden de v, en la
variable z, donde n es un nimero entero y ¢ = 7/L.

d*, o d*,
dz4 dz?

— 2(ng) + (ng)*n =0 (3.73)

La solucién general de la ecuacién diferencial para ¢ en funcién de z donde Cy , Cy , Cs

y Cy son constantes que dependen de las condiciones iniciales del problema.
@bn(z) =e " (01 + CQZ) + e"?* (03 + 042) (374)

La solucion general es analizada para valores de z muy grandes donde los términos

exponenciales puedan converger rapidamente.

e " (C1 4+ Ch2) si z>0
PYn(2) = (3.75)
e"?”? (C3+Cyz) si 2<0

Donde se define las funciones : ©,1(z) = "% (Cy + Cs2) , pa(z) = "% (C5 + Cyz) ,con
las siguientes condiciones iniciales : 1,1(0) = 1¥,2(0) , ¥7,1(0) = 175(0) , ¥7;(0) = 1;,,(0) ,

"(0) — ¥ (0) = —R,H,(ng) para hallar los valores de las constantes que proveen una

solucion particular.
AT (1+nqgz) si z>0
Yn(z) = (3.76)

Ape™* (1 —ngz) si z<0

donde la constante A,, esta definida

A, =— >l (3.77)

AG2. Obtencion de la ecuacion de frentes que varian
en el tiempo sujeta a un flujo externo de Stokes

La ecuacién (3.76) es la ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky que describe la evolucién del
frente de propagacién, donde H(X,T') es la altura del frente en un tiempo 7',la velocidad

del frente es Vj y los coeficientes del sistema v que relaciona la razon entre las difusividades,

y K.

+Vz

2 2 4
o0H o0°H VW (8H) B ka H (3.78)

or ~ 0tV ox) ~Faxi

+
aT ox2 " 2 Y
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Transformamos las variables de la ecuacién (KS) en escalas de longitud y tiempo, haciendo
el siguiente re-escalamiento: H = Lzh, T = Lpt, X = Lxx, para cada uno de los

términos de la ecuacion.

OH Ly 0h
X = Leds (3.79)
OH Lz 0h
T Lo (3.80)
PH _ 0 (OHY _ 0 (Lyoh\ _ Ly 0 (0h @)
0X2 90X \0X) 00X \Lxdr) LyxoX \Ox '
) (ah)
0?’H L, or \ oz
OXE = Iy 0K (3.82)
oz
P?H Ly 0%h
oX? = I3 02 (3.83)
O*H L, 0%
X1 = I Oa (3.84)
ov
™ ™ gV
Vo=—ax = X T Ly 0z (3:85)
oz
1 8 Lxsz % LZ 8770
S ( Lr ) - Lr oz (386)
VZ = L—TUZ (387)

Sustituyendo las nuevas expresiones para cada uno de los términos de la ecuacién (KS)

en las nuevas escalas, y acomodandolos resulta lo siguiente.

+ v, (3.88)

oh Ly  Lp&h VyLyLyp <8h>2 Ly 0%h

=y =ty =T ) =
ot = T, VTR T2 12 \as L% 0z

Expresando las escalas de longitud y tiempo en funcién de los coeficientes del sistema y

la velocidad del frente plano: Ly = \/k/|v|, Ly =k/v*, Lz = |v|/Vy, y reemplazando
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en la ecuacion anterior se obtiene:

2 2 2 4
Oh _ Yok  WOh 1 (ah) oh o, (3.89)

WP T v 2\ox) "o

La ecuacién anterior es reducida con un nuevo parametro Cy = (Vi2k/|v|?) y consideramos

el otro pardmetro o = v/|v| = —1, el cual vuelve al frente plano inestable.
Oh 0*h 1 (0n\* 0'h
o O—wﬁ(%) ~ g T (3:50)

La componente de la velocidad en z es reemplazada anteriormente definida a partir de la

funcién corriente y evaluada en z = 0

oh Oh 1 [(0h\® O*h O

hdb VoMU ok ol A | W o & o b 91

TR’ B b (8x) gt 9zl _, (3:91)
La funcién corriente es derivada con respecto a x y evaluada en z = 0 obteniendo

una ecuacion diferencial parcial de la altura del frente h variando con el tiempo y sus
respectivos coeficientes de Fourier H,,.
oh Ph 1 (0h\* 9'h R,~=H,
—=Cp——+=-|=—) ——+— — 3.92
ot~ T a2 T2 (ax) G T T D g o8(na) (3:92)

La ecuacion anterior es resuelta mediante series de Fourier donde se expresa la altura del
frente h en funcién de sus coeficientes de Fourier H, y satisfaciendo las condiciones de
frontera : Oh/Ox = 0y 9°h/0x®> = 0 en los extremos * = 0 y x = L y obteniendo sus

derivadas superiores para cada término de (3.90).

jre= Z H,(t) cos(nqz) (3.93)
n=0
Oh  —~dH,
5 = 2y cos(nqx) (3.94)
oh = .
i nz% H,(nq) sin(nqz) (3.95)
Ph = H (ma)?
Frciai Z; n(ngq)” cos(ngz) (3.96)
O'h N~ gy
9t ZO n(ngq)" cos(ngx) (3.97)
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Las expresadas halladas anteriormente son reemplazadas obteniendo una ecuacion

diferencial ordinaria en funcién de los coeficientes de Fourier y tomando Cy = 0

> dH, e 0
2 di cos(nqr) = HZ:% H,(nq)*cos(nqz) — HZ% H, (nq)* cos(nqz) +
2
1| & ' LR =
5|~ nz% H,(nq) sin(nqx) tT ; ” cos(ngx) (3.98)

La ecuaciéon anterior es proyectada sobre la funcién coseno en cada uno de sus términos
donde n, m, [ y p son nimeros enteros, y usando la identidad trigonométrica del producto

para senos.

1
sin(lgx) sin(pgzx) = B [cos(lgz — pgz) — cos(lgz + pqx)] (3.99)

[ ZH nq) sin(nqx ] leHl [cos(l — p)gx — cos(l + p)gx]  (3.100)

n=0
Las ecuaciones (3.99) y (3.100) son un conjunto de ecuaciones diferenciales que muestran

la evolucién en el tiempo de los coeficientes de Fourier, donde Hj es la altura promedio

del frente, donde ¢ = 7/L.

dr {(WJP 3 (nq)4 + 4(nq)1 e leHl (5 o — 5n,z+p), n >1(3.101)
Lp
dH, gt

d—to = qz p*H; (3.102)
p

AG3. Analisis de estabilidad Lineal

El frente de propagaciéon descrito por la ecuacién (KS) es sometida a pequenas
perturbaciones expresadas de la forma H'(x,t) e introducidas en ella mediante la siguiente
sustitucién h(x,t) = h(x)+H'(x,t) obteniendo sus derivadas superiores para cada término

y reemplazandolas resulta.

oI OPH' 1 /0H On\: O'H R, N H
T 2 W) D s 1
ot 2 + 5 ( o + 893) pp + ; o cos(nqz) (3.103)

La evolucién de la pequena perturbacion en el tiempo y la altura del frente, y tomando

solo términos lineales resulta en una ecuacién diferencial parcial en h y H'.
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OH' *PH  OH ahaH’ Ra = H
5 = oz oA 8x 5 Z :1n—qcos(nqx) (3.104)

La perturbacién se expresa como el producto de dos funciones en z y ¢t denotada como
H'(x,t) = e’ H(z) donde o indica la estabilidad de los frentes y calculando sus derivadas

correspondientes.

OH'

o = 0e’ H(x) (3.105)
PH L d*H

— e (3.106)
ox? dx?
o'H  _d*H

=e° 1
el (3.107)
OH' . dH

o 1
- (3.108)

Se obtiene una ecuacién diferencial de auto-valores y auto-funciones, donde o es es auto-

valor v H es la auto-funcién.

s ?H d*H dhdH R,<= H,
aH(ac):—dI2 T \K — cos(ngx) (3.109)

n
n=1 q

La ecuacion es resuelta mediante series de Fourier en h y H donde h, y H,, son sus

correspondientes coeficientes de Fourier expresadas de la siguiente forma:

= Z hy, cos(nqz) (3.110)
n=0

= Z H,, cos(mqzx) (3.111)
m=0

reemplazando en la ecuacion se obtiene una expresion del auto-valor ¢ y los coeficientes

de fourier H,, y H,.

o Z H,, cos(mqz) = Z H,,(mq)?cos(mqz) — Z H,,,(mq)* cos(mqzx) +
m=0 m=0 m=0
LS H,
Zmnq hy H,, sin(ngz) sin(mqz) I Z —cos(ngzr) (3.112)
m,n n=1
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La ecuacién anterior es proyectada sobre la funcion coseno, sin embargo es necesario antes
expresar el producto de dos funciones senoidales en funcién de los cosenos mediante la
siguiente propiedad:

sin(ngx) sin(mqz) = % [cos(n — m)qz — cos(n + m)qx] (3.113)

La identidad trigonométrica de las funciones senoidales conforman una base ortogonal

que satisfacen la siguiente condicién:

L 1 si n=m
/ 9n(T)gm (z)dx = Opyy = (3.114)
0 0 st n#m
Donde :g,(x) = sin(nqx) , gm(x) = sin(mgqx), siendo n, m nimeros enteros donde d,,, es
la delta de Dirac, en un intervalo de integracion que varia de 0 < x < L y proyectando
sobre la funcién coseno en la ec(3.110) se obtiene.

Z_ / cos(mgqx) cos(pqx)dx Z F[m(mq)2/0 cos(mgqx) cos(pqx)dx —

0

3
I

WE

L
]:[m(mq)4/ cos(mgzx) cos(pqzr)dr +
A 0

o0 1 N L
Z mnqzéhnHm / [cos(n — m)qz — cos(n + m)qzx] cos(pgx)dx +
0

3
Il

- z:l / cos(nqz) cos(pgx)dx (3.115)

Las funciones cosenoidales forman una familia de funciones ortogonales al igual que el

caso para las funciones senoidales que satisfacen una propiedad similar:

1 s&2 m=p

/0 o A AN (3.116)

0 si m#p
Donde: f,,(z) = cos(mgzx), f, = cos(pgz) y m, p son niimeros enteros, sin embargo también

definimos una propiedad semejante para el siguiente caso:

L
/ [cos(n — m)qx — cos(n + m)qx]| cos(pqr)dx = Ojp—m|p — Ojntml|p (3.117)
0

Considerando las condiciones de las funciones ortogonales para cada término de la ecuacién

y el caso m = p, para no anular los miembros de la expresién (3.113).

oH, = (pg)*H, — (pg)* H, + ZApmH —t=, (3.118)
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La expresion anterior muestra un sistema de auto-valores o con sus correspondientes

coeficientes [, donde la matriz A, esta definida como:

2 (o]
Apm % >t (Spmlop — Gnbmp) (3.119)
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