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RESUMEN

La presente investigacion tiene como objetivo analizar la articulacién de las aprehensiones
perceptiva, discursiva y operatoria que desarrollan los estudiantes de Ingenieria cuando
movilizan la nocién del limite en un punto de una funcidn real de variable real, en el registro
grafico. Esta investigacion se realiza con estudiantes del primer ciclo de Ingenieria de Seguridad
y Salud en el Trabajo de una universidad ptblica de Lima, con edades que fluctiian entre los 17

y 21 afios.

La idea de este estudio surge a partir de las dificultades encontradas en los estudiantes del
primer ciclo de Ingenieria de Seguridad y Salud en el Trabajo de una universidad publica de
Lima, para trabajar limite en un punto de una funcién real de variable real, en el registro grafico,

puesto que en la ensefianza de este objeto matematico prevalece el uso del registro algebraico.

Utilizamos como referente tedrico la Teoria de Registros de Representacion Semiotica de
Duval, del cual nos enfocamos en el registro grafico y las aprehensiones perceptiva, discursiva

y operatoria.

Nuestra investigacion es de corte cualitativa y, en cuanto a la metodologia, usamos aspectos de
un estudio de caso. En la parte experimental, presentamos una actividad que const6 de cuatro
preguntas, dos usando Geogebra y las otras dos a lapiz y papel, con el fin de identificar y
describir la articulacion de las aprehensiones perceptiva, discursiva y operatoria que los
estudiantes de Ingenieria desarrollan cuando movilizan la nocién del limite en un punto de una

funcion real de variable real.

Finalmente, en esta investigacion, comprobamos que los estudiantes del primer ciclo de
Ingenieria de Seguridad y Salud en el Trabajo de una universidad publica de Lima articularon
estas aprehensiones al desarrollar preguntas relacionadas al limite en un punto de una funcion

real de variable real en el registro grafico.

Palabras clave: Limite en un punto de una funcion real de variable real, aprehensiones,

Geogebra, registro grafico.



ABSTRACT

This research aims to analyze the articulation of the perceptive, discursive and operative
apprehensions to develop Engineering students when they mobilize the notion of the boundary
in a point of a real function of real variable, in the graphic record. This research is conducted
with students in the first cycle of Engineering for Safety and Health at Work of a public

University in Lima, with ages ranging between 17 and 21 years.

The idea of this study appears from the difficulties encountered in the students of first cycle of
Engineering for Safety and Health at Work of a public University in Lima, to work boundary
in a point of a real variable of real function, in the graphic register, since in the teaching of the

mathematical object prevails the use of algebraic registry.

We use as reference theoretical the Theory of Representation Semiotics of Duval, which focus

on the graphic records and the perceptive, discursive and operative apprehensions.

Our research is of qualitative court and, in terms of methodology, we use aspects of a case
study. In the experimental part, we present an activity that consisted of four questions, two
using Geogebra and others two to pencil and paper, in order to identify and to describe the joint
of the perceptive, discursive and operative apprehensions that the Engineering students develop

when they mobilize the notion of the boundary in a point of a real function of real variable.

Finally, in this research, we verify that the students of the first cycle of Engineering for Safety
and Health in the Work of a public university of Lima articulated these apprehensions on having
developed questions related to the limit in a point of a real function of real variable in the

graphic register.

Keywords: Boundary in a point of a real function of real variable, apprehensions, Geogebra,

graphic register.
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CONSIDERACIONES INICIALES

La presente investigacion, de corte cualitativa, se realiza en el marco de la Teoria de Registros de
Representacion Semidtica de Duval, cuyo objetivo es analizar de qué manera los estudiantes los
estudiantes de Ingenieria de Seguridad y Salud en el Trabajo articulan las aprehensiones perceptiva,
discursiva y operatoria, al movilizar la nocion del limite en un punto de una funcién real de variable

real, en el registro grafico.
Nuestro trabajo consta de cuatro capitulos:

En el capitulo I, analizamos investigaciones relacionadas al limite en un punto de una funcion real
de variable real, que utilizan como referente el marco teorico de la Teoria de Registros de
Representacion Semiotica, asi como investigaciones que usan Geogebra para el estudio de este
objeto matematico, describimos aspectos del software Geogebra, presentamos la justificacion,

formulamos la pregunta y objetivos de nuestra investigacion.

En el capitulo II, presentamos aspectos del marco tedrico de la Teoria de Registros de
Representacion Semidtica de Duval (1994), en relacion al registro grafico y adaptamos las
aprehensiones del registro figural a este registro. Ademas se presenta los aspectos metodologicos

que estableceran la estructura de la investigacion.

En el capitulo III, se presenta brevemente aspectos historicos de la evolucion de la nocion del
limite de una funcion y la forma didactica de como se aborda el limite de una funcion en el texto

universitario Leithold (1998) que usamos como referencia.

En el capitulo IV, mostramos la experimentacion que comprende la descripcion del escenario y
sujetos de la investigacion; descripcion y objetivos de las preguntas de la actividad; andlisis y

resultados de la experimentacion.

Finalmente, presentamos las consideraciones finales del trabajo, conclusiones y recomendaciones

para futuras investigaciones.
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CAPITULO I: PROBLEMATICA

En esta seccidn presentamos los antecedentes que abordan el objeto matematico limite en un punto
de una funcion real de variable real, ademas de otras investigaciones donde se usa Geogebra en el
estudio de este objeto matematico, presentamos la justificacion de la investigacion y

posteriormente planteamos la pregunta y los objetivos del trabajo.
1.1 Antecedentes

En esta seccidn se presentan investigaciones relacionadas con el limite en un punto de una funcién
real de variable real, asi como otras en el cual se hace uso de Geogebra como facilitador en el

aprendizaje de este objeto matematico.

Plaza, Ruiz- Hidalgo y Rico (2015) realizan un estudio descriptivo e interpretativo en el cual
participan 36 estudiantes de la provincia de Granada del primer ciclo de bachillerato, con edades
comprendidas entre los 16 y 17 afios, que estan matriculados en el curso de Matematicas de la
modalidad de Ciencia y Tecnologia. En este tratado, se analizan las concepciones que tienen los
estudiantes de bachillerato con respecto al concepto del limite finito de una funcién en un punto,

a partir de su gréfica.

El objetivo de esta investigacion es verificar la capacidad de los estudiantes de aplicar su definicion
de limite para justificar la existencia o no existencia del limite de una funcion representada
graficamente. Para ello, los autores describen las concepciones de los estudiantes, que se ven
evidenciadas cuando aplican su definicion personal de limite, en la interpretacion de la grafica de
una funcién; posteriormente, valoran la coherencia entre la definicion personal que posee el
estudiante sobre el limite finito de una funcion y los argumentos que usa para justificar la

existencia o no del limite en un punto.

Para recoger la informacion, los investigadores presentan 10 tareas distribuidas en dos
cuestionarios A y B (Cinco tareas en cada cuestionario). En el cuestionario A, es en el cual las
tareas estan disefiadas para discutir las graficas y cada una de ellas tiene tres funciones

representadas graficamente.

El andlisis de los datos lo realizan de forma cualitativa y cuantitativa en tres fases: Primero realizan
una caracterizacion minuciosa de los argumentos formulados por los estudiantes acerca de la
existencia o no del limite de las funciones, sin tener en cuenta su definicion personal, como por
ejemplo, analisis y comparacion de limites laterales, por continuidad visual, confusion del papel

de las variables, entre otros; luego analizan las ternas de argumentos.
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Plaza, Ruiz- Hidalgo y Rico ( 2015), realizan las tres fases, con el fin de establecer perfiles, como
por ejemplo, perfil “limites laterales” el cual agrupan a todos los estudiantes que, en la mayoria de
sus argumentos, hacen referencia al analisis de los limites laterales para decidir sobre la existencia
o no del limite de una funcion; finalmente los autores analizan el grado de coherencia entre la

definicién y el argumento.

En las conclusiones que dan los investigadores, presentan un balance segun las interpretaciones
graficas, tipos de perfiles y niveles de coherencia, como por ejemplo el perfil “continuidad visual”,
en el cual afirman que puede ser producto de la mala interpretacion de la relacion entre los
conceptos de limite finito de una funcién en un punto y su continuidad dada graficamente, pues
los estudiantes aludieron que el limite siempre es posible, que no existen huecos y que siempre

hay continuidad.

Por su parte, Toméas (2014), tiene como objetivo identificar las caracteristicas de los niveles de
desarrollo del esquema limite de una funcion (Intra, Inter y Trans) y analizar como las diferentes
formas de representacion semidtica, de este objeto matematico (numérico, grafico y algebraico-

numérico), influyen en la comprension de la coordinacion de los procesos de aproximacion.

Esta investigacion se realiza bajo el marco de la Teoria APOS (Accion, proceso, objeto y
esquema) y el objetivo planteado por el autor es dirigido a profundizar en la comprension que los

estudiantes tienen del concepto del limite de una funcion.

El autor realiza este trabajo en Espaia con 129 estudiantes de Bachillerato de Ciencias de la
Naturaleza y de la Salud, donde plantea como hipotesis que la construccion del concepto de limite
de una funcién se da de forma gradual, tal como lo muestra la descomposicion genética planteada

por ¢l, donde se hace explicito cada una de las coordinaciones de los procesos.

La recoleccion de datos se da mediante cuestionarios y entrevistas; todo ello se lleva a cabo en tres
etapas: En la primera analiza cudles son los elementos matematicos necesarios para la compresion
de la nocion de limite de una funcion. En base a ello, elabora un cuestionario que fue resuelto por
63 estudiantes. En la segunda etapa realiza la revision del cuestionario aplicado en la primera
etapa, asi como la revision de textos, donde elabora y aplica una lista de 10 tareas con las preguntas
del primer cuestionario y otras adicionales que permitieran comprender la construccion del
significado de limite. Finalmente, en la tercera etapa, selecciona a 21 estudiantes para
entrevistarlos y asi centrarse en los aspectos que ayuden a conocer qué comprenden estos

estudiantes con respecto al concepto del limite de una funcidon en un punto.

Después de realizar un andlisis de los resultados obtenidos, el autor concluye que resulta

importante la coordinacion en las aproximaciones en el dominio y el rango en los tres sistemas de
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representacion semiotica (algebraico, grafico y numérico), lo que marco esta relevancia es en

funciodn a la coincidencia o no coincidencia de los limites laterales.

Tomas (2014), asevera que de los 129 estudiantes, 23 de ellos llego a un nivel Trans, siendo este
el tercer y ultimo nivel de desarrollo del esquema de un objeto matematico, después del nivel Intra
e Inter. En el esquema del limite de una funcion, el autor menciona que un estudiante habra llegado
a un nivel Trans si es capaz de coordinar las aproximaciones coincidentes en el dominio y rango
en los tres registros de representacion y cuando estas aproximaciones no coinciden, por lo menos,

llegan a coordinar dos registros de representacion.

Finalmente, el investigador manifiesta que usar diferentes sistemas de representacion en la

ensefianza de la nocidn del limite puede ayudar a los estudiantes a consolidar este concepto.

Otro trabajo en torno al limite de funciones en diferentes registros de representacion es la de
Londofio, Narro y Vera (2014), quienes indagan sobre la didactica del limite y la continuidad de

funciones.

Este trabajo se desarrolla con 26 estudiantes de la licenciatura en Matematicas Aplicadas y la
carrera de Fisica de la Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas de la Universidad Autonoma de
Coahuila en México, cuyas edades fluctiian entre los 18 y 22 afios, que ya han aprobado, por lo

menos, un curso de Calculo Diferencial.

Las autoras se plantean las siguientes interrogantes: ;Logran adquirir los estudiantes de
Matematicas Aplicadas y de Ingenieria Fisica el concepto de limite de una funcién a partir de sus
representaciones graficas y algebraicas? ;Cudl es la idea que persiste en el estudiante sobre limite

de una funcién?

En su investigacion las investigadoras usan aspectos de la Teoria de Registros de Representacion
Semiotica de Duval, donde afirman que el limite de una funcion es un objeto matematico intangible

y por ello es necesario usar diferentes herramientas para poder comprenderlo.

Del mismo modo, hacen referencia que, en muchas ocasiones, prevale la preferencia por parte de
los docentes de usar unicamente el registro algebraico para ensefiar este objeto matematico, sin ser
este registro el mas comprensible por parte de los estudiantes y por ende no se logra el objetivo

que es la comprension del concepto del limite de una funcion.

En este trabajo, para recoger informacion, las investigadoras aplican tres encuestas distribuidas en
cuatro categorias, la primera corresponde a preguntas donde indagan la definicion que el estudiante
posee del limite de una funcion con palabras; la segunda se enfoca en analizar lo que el estudiante

entiende por limite de una funcion; la tercera incluye problemas de limite en el registro algebraico
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y la Gltima agrega preguntas en el registro de representacion grafica. Al final del cuestionario,

también incluyen un problema de aplicacion a la geometria usando limite de funciones.

Londofio, Narro y Vera (2014), afirman que los estudiantes participantes de esta investigacion
tienen un mejor desempefio al usar el registro algebraico. Segun las autoras, esto conlleva a que el

concepto de limite de funciones no sea identificado en otros registros de representacion.

Se destaca de los resultados de esta investigacion que, en cuanto a la identificacion de limites en
el registro grafico, 11 de 26 estudiantes responden correctamente cuando la grafica corresponde a
una funcién continua y, de los estudiantes que dieron respuestas erradas, la mayoria no llega a
identificar el limite de una funcidn en este registro. En cambio, 18 de 26 estudiantes responden

acertadamente cuando la grafica se trata de una funcién discontinua.

Finalmente, las investigadoras concluyen que los estudiantes no logran la comprension del
concepto de limite con solo usar el registro algebraico y que muchos de ellos no usan la conversion
entre registros de representacion semiotica para obtener el limite de una funcion. De igual forma,
afirman que los estudiantes participantes de esta investigacion identifican los limites de las

funciones discontinuas con mayor facilidad que de las de funciones continuas.

Por otro lado, la investigacion de La Plata (2014), que se realiza con estudiantes de un primer curso
de Calculo de la Pontificia Universidad Catoélica del Peru ( PUCP), tiene como objetivo analizar
los errores que tienen los estudiantes al comprender la definicién de limite finito de una funcién

real de variable real.

Para ello, la autora disefia y aplica un test exploratorio a 64 estudiantes que ya han estudiado el
objeto matematico. Estas respuestas son analizadas y tipificadas poniendo énfasis en los errores
cometidos por los estudiantes. Posteriormente la autora establece cinco interrelaciones, siendo una
de estas un proceso que consiste en contrastar las respuestas de los estudiantes en preguntas donde

se plantea un mismo objeto matematico en distintos registros de representacion semidtica.

En la interrelacion 1, la autora plantea preguntas para analizar el comportamiento de una funcion
mediante su representacion grafica, donde espera que los estudiantes analicen los limites laterales;
en la 2 busca evidenciar si la respuesta de los estudiantes, con respecto a un mismo concepto, €s
coherente, pasando de una situacion dada a una situacion creada por los estudiantes; en la 3 busca
evidenciar si es coherente la respuesta del estudiante con respecto a la definicion de limite en el
registro grafico y en el registro verbal; en la 4 busca evidenciar si es consistente el grafico de una
funcion que realiza el estudiante con las respuestas sobre limites laterales y el limite de una funcion

en un punto; la ltima interrelacion busca ver si los estudiantes no solo conocen la definicion del
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limite de una funcion, sino que esa definicion permite demostrar que el limite finito de una funcioén

real de variable real resulta un valor.

Entre sus conclusiones, La Plata (2014) afirma que los resultados obtenidos de la interrelacion 2
evidencian que los estudiantes participantes de la investigacion muestran dificultades para
construir el grafico de una funcion con ciertas condiciones, a pesar de haber analizado graficos de

funciones con condiciones similares.

También sostiene que 57 de 64 estudiantes determinan con éxito el limite finito de una funcion
usando el registro algebraico, pero cometen errores cuando usan el registro grafico o simbélico, lo
que pone en evidencia lo limitado del manejo del concepto de limite de una funcidén en otros

registros diferentes del algebraico.

Otras investigaciones hacen uso de Geogebra en el desarrollo de sus actividades, tal es el caso de
Caglayan (2015) que su trabajo tiene como objetivo ofrecer un enfoque basado en pruebas visuales
para ayudar a comprender el concepto de limite de una funciéon con un entorno dindmico, donde
se explora varios tipos de limite de funciones, como se conecta y se interpreta lo observado con lo

escrito y los formalismos del limite.

Esta investigacion se da con ocho estudiantes del Departamento de Matematicas y Estadistica de
la Universidad de Florida en los EE.UU Yy las actividades se dividen en tres categorias: tipos de

limite, concepciones de limite y tecnologia en el calculo.

Para ello, el autor usa Geogebra como apoyo en sus actividades, afirmando que este programa
posee muchos beneficios como tener una mejor vision e intuicion, descubrir nuevos patrones y
relaciones, usar representaciones graficas para mostrar algunos principios matematicos,
comprobar y afirmar conjeturas, explorar resultados para ver si merecen una prueba formal, sugerir
enfoques para una prueba formal, ayuda a reemplazar derivaciones largas que se hacen a mano vy,

por ultimo, confirmar resultados obtenidos analiticamente.

Para realizar la actividad, el autor divide el trabajo en categorias como la de limite y continuidad,
limites por la derecha e izquierda, limites al infinito y con conexiones trigonométricas,
visualizacion del € —0O. En cada una de ellas, los estudiantes exploran diferentes problemas

relacionados con la categoria.

Para el investigador, una prueba visual tiene como finalidad transmitir una idea matematica de una
forma totalmente visual. Para ello, en su investigacion, ofrece una forma de explorar visualmente
para poder afirmar teoremas sobre limites, usar la observacién como una forma de intuicidon para

el estudiante, ya que una prueba visual no seria considerada formal.
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Caglayan (2015), también ofrece un camino para la comprension y reconstruccion del concepto de
limite, aseverando que Geogebra es una herramienta que facilita que los estudiantes entiendan,

exploren y obtengan experiencias en la observacion de los limites y sus propiedades.

Asimismo, en Colombia, se tiene el estudio, de corte cualitativo, realizado por De Aguas (2015)
con 32 estudiantes del grado 11 de educacion media cuyas edades estan entre 14 y 17 afios, que en
nuestro pais seria el equivalente a un nexo entre la educacion escolar y la educacion universitaria.
Muestra una propuesta didactica con actividades que involucran el uso de Geogebra, con el
objetivo de lograr un aprendizaje significativo y duradero en los estudiantes, con respecto al limite

de una funcién en un punto.

El autor desarrolla la investigacion en tres etapas, primero recoge informacion sobre los
estudiantes, luego aplica una prueba diagndstico con test de 25 preguntas y, finalmente, disena y
aplica actividades que buscan el aprendizaje del concepto de limite de una funcion en un punto.
Este ultimo se aplica en tres fases: la fase exploratoria, que busca que el estudiante se familiarice
con el Geogebra; la fase de desarrollo en la que el estudiante hace uso del Geogebra para intuir
sobre el limite de una funcidon en un punto y por ultimo, la fase de afianzamiento, donde el autor

evalua el aprendizaje adquirido por los estudiantes.

Este estudio es del tipo descriptivo y se enfoca en la observacion de las acciones realizadas por los

estudiantes en el desarrollo de las actividades.

De ello, el investigador, concluye que es necesario que los estudiantes tengan claros conceptos
como funcién, dominio, rango, asi como interpretacion de graficas y el uso de Geogebra contribuye

en hacer mas accesible estos conceptos, ademas de generar el cooperativo en el aula.

Finalmente, en la investigacion de Richit, Benites, Esther y Miskulin (2012) se hace un estudio
amplio sobre todas las contribuciones que Geogebra puede tener para la comprension de conceptos
matematicos, en la que presentan una experiencia con estudiantes del primer curso de Geologia,
donde desarrollan actividades usando Geogebra para estudiar conceptos de Calculo Diferencial e

Integral.

El objetivo de esta propuesta es comprender de qué manera la construccion de los conocimientos
de los estudiantes puede ser reestructurado en el contexto de las tecnologias. Del mismo modo,
mostrar cudles son los alcances y potencialidades del Geogebra como alternativa teorico-

metodoldgico en la introduccidon y observacion de conceptos matematicos.
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Richit, Benites, Esther y Miskulin (2012), plantean actividades del tipo exploratorio-
investigativas, donde consideran problemas en los cuales los estudiantes deben investigar las
soluciones, buscando sus propias estrategias, experimentando conjeturas e hipdtesis respecto a las
componentes del problema y qué discuten con sus companeros, ya que las mismas se realizan en

duplas.

Estas actividades contienen temas como funciones, limites, derivadas e integrales y se desarrolla

en el laboratorio didactico de informatica del Departamento de Matematicas.

La primera actividad se enfoca en el estudio de una funcion lineal, para analizar su comportamiento
cuando se varian los parametros. Esta tiene como finalidad promover la familiarizacion de los

estudiantes con el Geogebra, pues en ella utilizan las herramientas bésicas de este programa.

La segunda trata conceptos relacionados a la continuidad de funciones, en el cual se encuentra
incluido la idea del limite de una funcion. Esta actividad, segtn los autores, resulto ser interesante,
puesto que los estudiantes pudieron verificar la continuidad de la funcion usando Geogebra, sin
tener que realizarlo repetidas veces en el cuaderno cuando se cambiaba el pardmetro; asimismo
los estudiantes verificaron la continuidad de otras funciones estudiadas anteriormente en clase,

como las funciones racionales, exponenciales y logaritmicas.

En la tercera actividad los investigadores examinan el concepto de derivada, a partir de rectas
tangentes, en el cual el objetivo fue verificar geométricamente el concepto de derivada. Mientras
que la cuarta actividad explora el concepto de Integral, en el cual plantean problemas que permitan

observar la suma de Riemann.

Finalmente, los autores afirman que estas actividades propiciaron que los estudiantes trabajen los
conceptos matematicos por medio de las actividades planteadas, buscando solucionarlas, probando

hipotesis y conjeturas que finalmente verificaban con Geogebra.

Estas actividades, segtin los autores, generaron una motivacion en los estudiantes, puesto que hubo

mucha participacion en ellas.

También observaron que los estudiantes usaron Geogebra para verificar ejercicios sobre limite de
funciones trabajados en su clase. Ademas, los investigadores manifiestan que la realizacion de
estas actividades redujo el numero de repeticiones para verificar un resultado, puesto que en lapiz

y papel se necesitarian varios dibujos.

Luego de revisar las investigaciones, afirmamos que existe una preocupacion, por parte de los

investigadores, en estudiar la concepcion que tienen los estudiantes, con respecto a la nocion del
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limite de una funcion en los diferentes registros de representacion semidtica. Asimismo, muestra

la importancia del uso de Geogebra como facilitador en la ensefianza de limite de funciones.

Nuestra investigacion, por lo tanto, usa como referencia estos trabajos, ademas tendra un agregado
importante que es la de analizar la articulacién de las aprehensiones perceptiva, discursiva y
operatoria para movilizar la nocién del limite en un punto de una funcion real de variable real en
el registro grafico, puesto que estas aprehensiones estan definidas por Duval (1994) en el registro

figural.
1.2 Representacion dinamica del limite de una funcion usando Geogebra.

Geogebra es un programa, de libre acceso, dirigido a la ensefianza y aprendizaje de la Matematica.
Ademas, es muy dinamica para el estudio del Algebra, Geometria y Célculo. En nuestra

investigacion, trabajamos con la version del Geogebra 5.0.

Segtn Richit, Benites, Escher y Miskulin (2012), el programa Geogebra es una alternativa de
caracter tedrico-metodologico que permite la visualizacion e introduccion de conceptos

matematicos.

En la Figura 1, se puede observar la barra de entrada donde se puede ingresar desde puntos hasta
funciones y automaticamente lo que se haya ingresado aparecera en la vista algebraica y todos los

otros elementos que se ingresen en la demas vistas, apareceran en la vista algebraica.

En la vista grdfica 2D se consigue la representacion grafica de elementos como puntos, funciones,
rectas, etc. En ella, ademads, se encuentran herramientas como texto, deslizador, entre otros y en la

vista grdfica 3D se logra representaciones de figuras en tres dimensiones.

Luego se tiene la vista cdlculo simbolico CAS. Aqui se pueden realizar algunos procedimientos

matematicos como factorizacion, calculo de raices en una ecuacion, etc.

La hoja de cdlculo que consta de celdas donde se puede ingresar nimeros, pares ordenados,

funciones, etc sirve, por ejemplo, para aproximar valores o tabular funciones.

Geogebra tiene cuatro barras de herramientas, donde cada tipo de vista tiene su propia barra de

herramienta con sus comandos.

Por ultimo, se tiene la ayuda de comandos. En ella se puede consultar sobre el uso de algin
comando, destaca también el listado total de todos los comandos, que estan agrupados en 20
subcategorias. Podemos encontrar, por ejemplo, comandos de Algebra, comandos de Estadistica,

comandos de Conicas, etc.
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Figura 1. Ventanas de Geogebra Version 5.0.
En nuestra investigacion, haremos uso de la vista grafica 2D para poder analizar el limite en un
punto de una funcidn real de variable real en el registro grafico. Estas funciones son ingresadas en
la barra de entrada y pueden ser observadas automaticamente en la vista algebraica, asi como su
representacion grafica en la vista grafica 2D. En la Figura 2, se puede apreciar la vista algebraica

y la vista grafica de la funcion f(x) = x3 + 2.

Figura 2. Vista algebraica y vista grafica de una funcion en Geogebra
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A continuacion, presentamos algunas herramientas de la vista grdfica 2D. El uso de estas

herramientas nos permitird identificar las aprehensiones perceptiva, operatoria y discursiva cuando

los estudiantes participantes de la investigacion movilicen la nocion del limite en un punto de una

funciodn real de variable real.

ks

La herramienta Al FElige y mueve Y sirve para enmarcar o seleccionar objetos para

luego desplazarlos o eliminarlos.

e Para poder crear un punto, se realiza un click sobre el objeto. Si se desea crear movilidad

a ese punto, para que este se puede desplazar sobre el objeto, se usa la herramienta punto

en un objeto. [ -
A

e Una recta | ~| se grafica seleccionando dos puntos en la vista grafica 2D.

o [l deslizador |

es una representacion grafica de un nimero libre o un angulo

libre. En la ventana emergente de esta herramienta, se puede especificar un nombre, un

valor minimo y valor maximo que puede tomar. Ademas se indica el valor del incremento.

e La herramienta fexto

ABC

e La casilla de control

ih-

permite crear formulas estaticas o dindmicas en latex.

es una representacion visual de una variable booleana que

permite afiadir la condicion de que un objeto sea visible o no.

e Desplaza vista grdfica

es una herramienta que sirve para poder mover la vista

grafica y cambiar la zona visible.

e Las herramientas acercar

@\ y alejar Q permiten ampliar o reducir el

panorama respectivamente.

Una vez expuesto las caracteristicas de algunas herramientas del Geogebra, que usaremos en

nuestra investigacion con la finalidad de identificar y analizar las aprehensiones en el registro

grafico, presentamos la justificacion del presente trabajo.
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1.3 Justificacion

Segun las investigaciones de La Plata (2014), Tomas (2014), Londofio, Narro y Vera (2014),
Plaza, Ruiz-Hidalgo y Rico (2015), la principal limitacion que encuentran los estudiantes es la de
coordinar los diferentes registros de representacion semiotica del limite de una funcion de variable
real. También surgen problemas, segln los autores, al momento de interpretar el limite en un punto

de una funcién real de variable real, cuando se encuentra representado en el registro grafico.

Por ello, segiin Duval (2004), es necesario transitar entre las diferentes formas de representacion,

para llegar a entender un objeto matematico.

Lo dicho anteriormente es sustentado por la investigacion de Tomas (2014), quien resalta la
importancia de que el estudiante relacione los diferentes sistemas de representacion del limite de

una funcién en una variable, asi como la interpretacion en el registro grafico.

Asimismo, Londofo, Narro y Vera (2014) manifiestan que no solo se debe enfatizar en trabajar el
limite de una funcién en el registro algebraico, sino también se debe considerar el registro grafico,

para lograr la compresion de este objeto matematico.

Por su parte La Plata (2014) también resalta que los estudiantes al trabajar con el registro grafico
no relacionan la existencia de un limite con la existencia e igualdad de los limites laterales, lo cual
concuerda con Tomas (2014) quien menciona que relacionar las aproximaciones laterales en el
dominio con las aproximaciones laterales en el rango, cuando estas no coinciden, es el factor que

determina el paso entre los niveles Intra, Inter y Trans de la teoria APOS.

Geogebra, en nuestra investigacion, nos servird para lograr una mejor percepcion de elementos

matemaicos que no son apreciados cuando se hace uso de lapiz y papel.

De acuerdo con Caglayan (2015), este programa posee muchos beneficios, entre ellos tener una
mejor vision e intuicidon, que puede contribuir con el aprendizaje del estudiante. También
menciona que una prueba visual no seria considerada formal, pero la observacion mediante este
programa se puede usar como una forma de intuir propiedades de limite de una funcidon, ademas
permite que los estudiantes puedan explorar y obtener experiencias visuales de las propiedades de

los limites.

De igual manera Richit, Benites, Escher y Miskulin (2012) afirman en su investigacion que
Geogebra es una herramienta poderosa que ayuda en el aprendizaje de objetos matematicos
implicados en el curso de Calculo Diferencial, ya que los estudiantes participantes de su
investigacion lograron formular hipdtesis, conjeturas y estos son verificados con el Geogebra.

Ademéas, los autores manifiestan que el uso de este programa fue muy bien recibido por los
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estudiantes, que se sintieron motivados con la incorporacion de un programa en sus tareas de
Célculo Diferencial, ya que gracias al Geogebra los estudiantes pudieron verificar el desarrollo de

sus problemas, explorando las representaciones graficas con este programa.

Por otra parte, el objeto matematico, limite de una funcion real e variable real, forma parte del
contenido de cursos de los primeros ciclos de las carreras de Ingenieria, tales como Célculo

Diferencial o Calculo I y resulta de bastante importancia, pues es la base para los siguientes cursos.

Existen documentos que sustentan la importancia de este objeto matematico, tal es el caso del
Silabo del curso de Calculo I de la escuela académico profesional (EAP) de Ingenieria de
Seguridad y Salud en el Trabajo de la Facultad de Ingenieria Industrial de la Universidad Nacional

Mayor de San Marcos (UNMSM).

En la Tabla 1 se puede ver parte del Silabo del Curso de Calculo I, en el cual se aprecia que se

estudia limite de una funcion real de variable real en las semanas 9, 10 y 11.

Tabla 1
Desarrollo del Silabo del curso de Calculo [

Unidades tematicas por semana

Semana 9 Semana 10 Semana 11
- Limites de una funcion  -Limites al infinito -Continuidad de una funcion
- Propiedades de limites ~ -Limites infinitos - Continuidad de una funcién
- Limites laterales -Asintotas compuesta
- . e -Teorema del valor
-Limites trigonométricos
intermedio

-Teoremas

Nota: Adaptado del Silabo del curso de Célculo I

Ademas, el curso de Célculo I es dictado en el primer ciclo y es requisito para cursos posteriores

de la EAP de Ingenieria de Seguridad y Salud en el Trabajo (ver Anexo 4).

Es por ello, que resulta necesario que el estudiante tenga claro estos temas relacionados al limite

de una funcidn real de variable real.

De igual forma, en la Tabla 2, se aprecia parte del contenido del Silabo del curso de Calculo
Diferencial de la carrera de Ingenieria de Seguridad Industrial y Minera de la Universidad
Tecnologica del Peru (UTP), en el cual se estudia limite en un punto de una funcion real de variable

real en las semanas 5, 6, 7y 8.
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Tabla 2
Stlabo del curso de Cdlculo Diferencial de Ingenieria de Seguridad Industrial y Minera de la UTP

Unidad de aprendizaje II: Semana:

Limites y continuidad 5,6,7y8

Logro especifico de aprendizaje

e Conceptua la nocion de limite por aproximacion.

e Determina el limite de una funcion aplicando diversas técnicas para levantar las formas
indeterminadas.

e Calcula el limite de funciones trigonométricas, exponenciales y logaritmicas aplicando

propiedades.

Determina la existencia de un limite tomando limites laterales.

Determina las raices de una ecuacion con la ayuda de los Diferenciales.

Determina la continuidad de una funcién aplicando teoremas y graficamente.

Utiliza limites al infinito para determinar las asintotas de una funcion y los grafica.

Fuente: Adaptado del silabo del curso de Calculo Diferencial de la carrera de Ingenieria de Seguridad
Industrial y Minera de la UTP

Ademas, en la malla curricular de la carrera de Ingenieria de Seguridad Industrial y Minera de la
UTP, se puede apreciar que el curso de Célculo Diferencial es dictado en el tercer ciclo y es

requisito para los siguientes dos ciclos, tal como se aprecia en la Figura 3.

CICLOIII Calculo Diferencial
CICLO IV Calculo Integral
CICLOV Estadistica
Descriptiva v
probabilidades

Figura 3. Malla curricular de la carrera de Ingenieria de Seguridad industrial y Minera de la UTP.
Fuente: Adaptado de la malla curricular de la carrea de Ingenieria de Seguridad industrial y Minera de la
UTP

Por todo lo mencionado anteriormente, justificamos que el objeto matematico limite de una
funcién real de variable real es de suma importancia y el uso del Software Geogebra, como
facilitador en la ensefianza del limite de funciones, también es avalado por las investigaciones
presentadas. En nuestro caso especificamente trabajaremos el limite en un punto de una funcion

real de variable real.
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En conclusion, tomando como base los antecedentes de referencia y la justificacién presentada,

nos planteamos la pregunta y los objetivos de esta investigacion.
1.4 Pregunta y objetivos de la investigacion
1.4.1 Pregunta de Investigacion

(Como los estudiantes de Ingenieria articulan las aprehensiones perceptiva, operatoria y discursiva

cuando movilizan la nocion del limite de una funcién real de variable real en un punto?
1.4.2. Objetivo General

Analizar la articulacion de las aprehensiones perceptiva, operatoria y discursiva que los estudiantes
de Ingenieria realizan cuando movilizan la nocién del limite de una funcion real de variable real

en un punto.
1.4.3 Objetivos Especificos

e Identificar las aprehensiones perceptiva, discursiva y operatoria que realizan los
estudiantes cuando movilizan la nocion del limite de una funcion real de variable real en
un punto, en la representacion grafica, usando Geogebra y a lapiz con papel.

e Describir la articulaciéon de las aprehensiones perceptiva, discursiva y operatoria que
realizan los estudiantes cuando movilizan la nocidon del limite de una funcion real de

variable real, en la representacion grafica, usando Geogebra y a lapiz con papel.

Planteada la pregunta y los objetivos de esta investigacion, podemos apreciar que estudiaremos las
aprehensiones en el registro grafico, que son aspectos propios de la Teoria de Registro de

Representacion Semiotica que detallaremos a continuacion.
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CAPITULO II: MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

En este apartado presentamos aspectos alusivos al marco tedrico que usamos en nuestro estudio,
como es la Teoria de Registros de Representacion Semiotica (TRRS) que fue propuesta Duval
(1994). De igual modo, presentamos la justificacion del motivo por el cual esta investigacion fue

de corte cualitativa y explicamos la metodologia que seguiremos en la tesis.
2.1 Teoria de Registros de Representacion Semidtica

En esta seccion presentamos aspectos de la Teoria de Registros de Representacion Semidtica
propuesta por Duval (1994), donde nos enfocamos principalmente en conocer las aprehensiones

en el registro figural y adaptarlas al registro grafico.

Segin Duval (2012), los objetos matematicos no son claramente accesibles a la percepcion, como

si sucede en otros campos y es por ello que resulta necesario representarlos.

También afirma que estas representaciones no solo son con fines de comunicacién, sino que
resultan esenciales para la actividad cognitiva del pensamiento. Segin el autor, estas

representaciones pueden ser de dos tipos:

e Mentales: Conjunto de iméagenes o la conceptualizacidon que tiene un sujeto sobre un
objeto.
e Semioéticas: Son producciones donde se hace uso de simbolos que pertenecen a un

sistema de representacion.

Segun Duval (2012, traduccidn propia), “Se le llama semiosis a la aprehension o la produccion
de una representacion semidtica y noesis a la aprehension conceptual de un objeto. Es preciso

afirmar que la noesis es inseparable de la semiosis”( p. 270)

De acuerdo con el autor, para que un sistema semidtico sea considerado un registro de
representacion, debe cumplir tres actividades cognitivas inseparables a la semiosis: Formacion,

tratamiento y conversion.

La formacion implica la seleccion de un conjunto de caracteres perceptibles y que son

identificables como representacion de lo que se quiere representar.

Por otro lado, menciona que el tratamiento ocurre cuando se realiza una transformacion en el

mismo registro, una reconfiguracion es un tipo de tratamiento para las figuras geométricas.

De igual modo, segun Duval (2012), la conversién sucede cuando una transformaciéon produce
una representacion en el registro distinto al inicial, conservando la totalidad o parte del contenido

de la representacion inicial.
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Para Duval (2004), no todas las representaciones producidas en un sistema permiten las tres
actividades cognitivas fundamentales de formacidn, tratamiento y conversion, como por ejemplo

las sefiales de transito.

Segun el autor, existen cuatro tipos de registros que si permiten estas actividades cognitivas, las
cuales se agrupan en registros de representacion discursiva y registros de representacion no
discursiva. Ademas menciona que la relacion entre la noesis y semiosis solo se da con los registros
que permitan las tres actividades cognitivas. En la Tabla 3 se puede ver en resumen cada uno de

registros de representacion.

Tabla 3
Clasificacion de los registros de representacion discursiva y no discursiva
Registros de representacion discursiva Registros de representacion no
discursiva
Lengua Natural: Figuras geométricas planas o en
. erspectiva:
¢ Asociaciones Verbales ( conceptos) Persp
¢ Forma racional: ¢ Aprehension operatoria y no solo
- Argumentacion a partir de observaciones, perspectiva.
creencias. ¢ Construccion con instrumentos.

- Deducciones validas a partir de uso de
definiciones o teoremas.

Sistemas de escritura: Gréficos cartesianos:
e Numéricos (binarios, decimal, e Cambios de sistemas de coordenadas.
fraccionaria...). e Interpolacion, extrapolacion.
¢ Algebraicos; simbolicas ( lenguas formales).
e Célculo.

Fuente: Adaptado de Duval (2003, p. 14, traduccion nuestra)

Para el objeto matematico que se esta trabajando, limite en un punto de una funcion real de variable
real se requiere el uso de un sistema de coordenadas cartesianas bidimensionales, es por ello que
consideramos los registros de representacion semiotica: Lengua natural, algebraico y grafico. En
la Tabla 4 se aprecia un ejemplo del objeto matematico representado en cada uno de estos registros

de representacion.
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Tabla 4
Registros de representacion para el limite de una funcion

Registros de Representacion para limite en un punto de una funcion real de variable
real

Registro de lengua natural El limite de la funcion cuadratica cuando la variable

independiente se aproxima a dos es cuatro.

Registro algebraico lirr% x2 =4
X—

Registro grafico

Yy
5 |
f(@) 4 El limite de la

funciéon f cuando

3]
X se aproxima a 2,

“ es 4.

q 4

! 2 1 o 1 é 3 H H
-1

De acuerdo con Duval (1994), una aprehension viene a ser la accion de aprehender; es decir,
comprender un objeto por medio de sus representaciones y propiedades en un determinado

registro.

Asimismo, Duval (2012) manifiesta que una figura en Geometria es una actividad cognitiva mas
compleja que solo reconocer la imagen y para ello existen cuatro maneras diferentes de aprehender
el registro figural en Geometria, segin su rol: aprehension perceptiva, aprehension operatoria,

aprehension discursiva y secuencial.

En nuestra investigacion nos enfocamos en analizar el objeto matematico /imite en un punto de
una funcion real de variable real, donde planteamos actividades en el registro gréafico, en el cual
identificamos y describimos especificamente las aprehensiones perceptiva, operatoria y discursiva,
posteriormente analizamos la articulacion que se da entre ellas, cuando los estudiantes movilizan

la nocion del limite.
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Usamos como referencia, el estudio de visualizacion de valores maximos y minimos locales de
funciones reales de dos variables reales, realizado por Ingar (2014), quien ejemplifico las

aprehensiones en el registro grafico del paraboloide.

Asimismo, se considerd, el proceso de visualizacion del paraboloide en estudiantes de
Arquitectura, mediado por el Geogebra, trabajado por Penaloza (2016) quien presentod ejemplos
de las aprehensiones en el registro grafico del paraboloide mediado por Geogebra 3D. En nuestro
caso, ejemplificamos las aprehensiones en el registro grafico para el limite en un punto de una

funcion real de variable real, mediado por el Geogebra asi como también usando lapiz y papel.

Segin Duval (1994), 1a aprehension perceptiva es la primera que aparece en el proceso cognitivo
del estudiante y permite identificar o reconocer inmediatamente una forma u objeto matematico

en el plano o en el espacio.

En la investigacion trabajamos con funciones reales de variable real. Si el estudiante es capaz de
identificar que la representacion grafica corresponde a una funcion real de variable real, entonces
podemos afirmar que desarrolld una aprehension perceptiva y para ello debe identificar que hay
una variable independiente y otra dependiente, asi como reconocer los valores que asumen cada

una de estas variables (lectura de los ejes).

Por ejemplo, en la Tabla 5, mostramos algunos elementos relacionados al limite en un punto de
una funcidn real de variable real que el estudiante puede reconocer en la representacion grafica de

una funcidn, los cuales darian indicios de que desarrollo una aprehension perceptiva.

Tabla 5
Aprehension perceptiva del limite en un punto de la funcion f (x)

Aprehension perceptiva de linél f(x)=5
X—

e f(x) es una funcién real de

variable real.

L
i

e f(x) esuna funcién por tramos.
lim f(x) e f(x) esuna funcion continua.

T—2
. f)=4
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De acuerdo con Duval (1994), la aprehension discursiva es la accion mediante el cual el sujeto
relaciona el objeto matematico con propiedades matemadticas que no estan explicitas en la figura

tales como teoremas, axiomas y propiedades.

En nuestra investigacion, cuando el estudiante logre identificar propiedades relacionadas al limite
en un punto de una funcion real de variable real, que no estan explicitas en la representacion grafica
de la funcién, como por ejemplo, el dominio de la funcidn, el tipo de discontinuidad, el teorema
de existencia de un limite entre otros, que sean elementos no explicitos en la grafica y le permita
calcular y analizar el limite en un punto de una funcién real de variable real, podremos decir que

el estudiante ha desarrollado una aprehension discursiva.

En la Tabla 6 se aprecia elementos y propiedades que no estan explicitos en el grafico y si el

estudiante logra exponerlos, se puede afirmar que ha desarrollado una aprehension discursiva.

Tabla 6
Aprehension discursiva del limite en un punto de la funcion f(x)

Aprehension discursiva de linzl f(x)=5
X—

e Domf(x) =R

+ B e =s

e lim f(x) =5
x-2-

o lirr% f(x) existe y es 5 porque
x>
tiene los limites laterales

iguales (teorema de la

existencia de limite).

Segun Duval (1994, p. 126), “Una figura proporciona una ayuda heuristica. En tanto, una de sus

modificaciones posibles muestra la idea de una solucion”.

Asimismo, el autor menciona que una aprehension operatoria se da cuando se modifica la figura
variando su dimension. Esta consiste en aumentar, disminuir o deformar la figura inicial y esta
queda transformada en otra llamada imagen; de igual forma, esta modificacion también se podria

dar en sus orientaciones, como traslacion y rotacion.
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Por otro lado, para el registro grafico Pefialoza (2016) menciona lo siguiente:

El sujeto realiza una modificacion optica al utilizar las herramienta Alejar y Aproximar
en Geogebra 3D, con el propdsito de que los elementos y caracteristicas de la
representacion grafica del paraboloide puedan ser reconocidos y estudiados con mayor
detenimiento mediante acercamientos o alejamientos. (p.32)

Para nuestro caso, consideramos que la modificacion en el registro grafico serd la modificacion
optica al realizar una variacion de la dimension de los ejes coordenados X'y Y, que servird para
que el estudiante pueda estudiar y analizar conceptos relacionados al limite en un punto de una
funcioén real de variable real, donde usando las herramientas alejar, aproximar o desplazamiento
de Geogebra se cambia la dimension de los ejes, tal como se aprecia en la Figura 4, que usando

la herramienta desplazamiento vertical la dimension del eje X cambia de uno a cinco.

lim f(x)

T—2

I ()

5 10 L

Figura 4. Modificacion Optica de una funcion por variacion de la escala de los ejes coordenados.

Teniendo claro aspectos de la TRRS que usamos en nuestra investigacion, detallaremos la

metodologia y los procedimientos que se emplearan en el desarrollo de la investigacion.
2.3 Metodologia de la investigacion

Como nuestro objetivo es analizar como los estudiantes articulan las aprehensiones perceptiva,
discursiva y operatoria cuando movilizan la nocion del limite en un punto de una funcion real de
variable real en el registro grafico, la investigacion es de corte cualitativo, ya que, segun
Hernandez, Fernandez y Baptista (2010), una investigacion cualitativa permite analizar y describir

situaciones, eventos, interacciones y conductas observadas de los sujetos en estudio.
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En nuestra investigacion se analizard y describird lo que ocurrié con los estudiantes al realizar la

articulacion de estas aprehensiones.
Segun Martinez (2006), el objetivo de una investigacion que usa un estudio de caso puede ser:

e Descriptivas: Si lo que se quiere es identificar y describir que influyen en el fendémeno
estudiado.
e Exploratorias: Si por medio de las exploraciones se busca conseguir un acercamiento entre

las teorias planteadas y la realidad del objeto matematico de estudio.

En nuestra investigacion, el caso sera la articulacion de las aprehensiones perceptiva, discursiva y
operatoria en el registro grafico, porque mediante exploraciones, buscamos averiguar lo que
sucede con la nocién del limite de una funcion real de variable real cuando los estudiantes
trabajaban este objeto matematico. Posteriormente, describiremos y analizaremos la articulacion

de estas aprehensiones en el registro grafico.

Martinez (2006) también menciona que se deben tener en cuentas los siguientes componentes para

disefar una investigaciéon que usa como método el estudio de caso:

e Las preguntas de investigacion: Estas sirven de referencia y como punto de partida para
recolectar la informacion.

e Las proposiciones tedricas de la investigacion: Con ella podemos enfocarnos en qué
campo tedrico analizaremos el objeto de estudio. Del mismo modo nos servird para

recolectar informacion.

Esos componentes, segun el investigador, sirven no solo para recolectar datos, sino también para
el andlisis posterior de la informacion obtenida, pues contienen los constructos (conceptos,

dimensiones, factores o variables) de los cuales es fundamental obtener informacion.

El caso que se trata en nuestra investigacion es la articulacion de las aprehensiones en el registro
grafico. Para ello, nos planteamos la pregunta de investigacion ;Coémo los estudiantes de
Ingenieria articulan las aprehensiones perceptiva, operatoria y discursiva cuando movilizan la

nocioén del limite de una funcién real de variable real en un punto?

Una vez planteada la pregunta de investigacion, procederemos a recolectar la informacion en
antecedentes que preceden a esta investigacion. De igual manera, se hara un estudio detallado de
aspectos de la Teoria de Registros de Representacion Semiotica de Duval ( 1994) para poder
entender lo que son las aprehensiones en el registro figural, que luego, tomando como referencia
las investigaciones de Ingar (2014) y Penaloza (2016), las adaptaremos al registro grafico que nos

servirdn luego para analizar la articulaciéon de estas aprehensiones cuando los estudiantes
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movilizan la nocion del limite en un punto de una funcién real de variable real en el registro

grafico.

Unidades de analisis: Son los elementos que conforman el caso. Estos podrian ser
personas, una institucion, documentos o algun acontecimiento.

En nuestra investigacion, las unidades de analisis seran los estudiantes de Ingenieria, ya
que se busca analizar cdmo estos estudiantes realizan la articulacion de las aprehensiones
de la nocién del limite en un punto de una funcion real de variable real en el registro grafico.
La vinculacion logica de los datos a las proposiciones: Aqui se debe verificar la conexion
que existe entre los datos obtenidos en la aplicacion de las actividades y el marco tedrico
(Teoria de Registros de Representacion Semidtica).

Los criterios para la interpretacion de los datos: Este componente se refiere al analisis
de datos que se debe realizar en la investigacion. En nuestro estudio, esto se dard luego de
la recoleccion de datos; cuando se identifique, describa y se analice las articulaciones de

las aprehensiones en el registro grafico.

Martinez (2006) también plantea que, para asegurar la objetividad de un estudio de caso, es

necesario tener en cuenta los siguientes elementos.

Semblanza del estudio de caso: Util para integrar y entrenar al equipo de investigacion.
En nuestro proceso tendremos en cuenta integrar a las personas que participen en nuestro
estudio, informandolas respecto a los antecedentes y a lo que se desea investigar, que son
la articulacion de las aprehensiones en el registro grafico en la movilizacion de la nocion
del limite de una funcion.

Preguntas del estudio de caso: Estas garantizan que se obtenga la informacion necesaria
para contrastar con el marco tedrico. En nuestra investigacion, estas preguntas deben
proporcionar la informacion requerida que nos permita trabajar nuestro caso que sera la
articulacion de las aprehensiones perceptiva, discursiva y operatoria en el registro grafico.
Procedimientos a ser realizados: Se deben establecer los suficientes instrumentos para la
recoleccion de datos y se planteara un cronograma de las actividades que se realice durante
la recoleccion de datos. En nuestra investigacion plantearemos una sesion presencial,
donde se desarrolle una actividad para la recoleccion de datos. De igual manera,
realizaremos grabaciones de la pantalla del computador con el programa Camtasia Studio
8, con la finalidad de observar los procedimientos que los estudiantes realizaron.

Guia del reporte del estudio de caso: Se debe disenar un esquema basico de lo que sera
el reporte del estudio de caso, que debe facilitar la recoleccion de la informacién. Del

mismo modo, a veces resulta necesario realizar un caso piloto, que permita corregir
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aspectos como el contenido del plan de obtencion de datos y los procedimientos a seguir.
En nuestro trabajo, elaboraremos una guia de reporte y realizaremos la aplicacion de pilotos

que nos permitan mejorar la actividad que planteamos para la recoleccion de informacion.

A continuacion, detallaremos el procedimiento metodologico que usaremos en nuestro estudio,
con el cual pretendemos cumplir con los objetivos de este trabajo y de igual manera responder la
pregunta de investigacion. Para ello, tendremos en cuenta la guia de procedimientos que plantea

Martinez (2006).
Adaptando los procedimientos a nuestra investigacion consideramos seguir los siguientes pasos:
Planteamiento del problema

El objetivo de nuestra investigacion es analizar la articulacion de las aprehensiones perceptiva,
discursiva y operatoria del limite en un punto de una funcién real de variable real en el registro
grafico. Para ello, nos planteamos la pregunta de investigacion ;Coémo los estudiantes de
Ingenieria articulan las aprehensiones perceptiva, operatoria y discursiva cuando movilizan la

nocion del limite de una funcion real de variable real en un punto?

Para poder llegar a este objetivo nos planteamos; primero, identificar las aprehensiones perceptiva,
discursiva y operatoria que realizan los estudiantes cuando movilizan la nocion del limite de una
funcion real de variable real en un punto, en la representacion grafica, usando Geogebra y a lapiz

con papel; y posteriormente, describir la articulacion de estas aprehensiones en el registro grafico.
Revision de literatura y estudio del objeto matematico

Revisamos aspectos de la Teoria de Registros de Representacion Semiotica. Luego realizamos la
revision de parte del texto El Calculo de Louis Leithold (1998) donde se aborda el estudio de
nuestro objeto matemadtico, limite de una funciéon en un punto. Finalmente elaboramos las

herramientas para recolectar datos.
Recoleccion de la informacion

La parte experimental para recolectar la informacion se realiza con tres estudiantes de Ingenieria
de una universidad publica peruana del curso de Calculo I y analizamos la produccion de un
estudiante. Para ello se usé una ficha de actividad, una ficha de observacion, ficha de recojo de
informacion, archivos de Geogebra, grabacion de la pantalla del computador con el uso del

programa Camtasia Studio 8.

Todo esto servira para realizar la triangulacion de los datos que consiste en contrastar y comparar

la informacion obtenida por los diferentes medios de informacion.
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Transcripcion de datos

Se efecttia la transcripcion y organizacion de toda la informacion obtenida en el paso anterior.
Analisis

Con la informacion obtenida, realizamos el analisis de lo sucedido con nuestro caso “la articulacion

de las aprehensiones perceptiva, discursiva y operatoria del limite en un punto de una funcion real

de variable real en el registro grafico”.
Conclusiones

Al final, se brindan conclusiones con respecto a lo sucedido con el caso, asi como consideraciones

finales con perspectivas para futuras investigaciones.

Luego que hemos presentado los aspectos del marco tedrico de la Teoria de Registros de
Representacion Semiodtica y la metodologia con los procedimientos que realizaremos en nuestra
investigacion, realizamos un estudio detallado de la evolucioén del concepto del limite de una
funcién a lo largo de la historia, asi como el tratamiento que se le brinda a este objeto matematico

en un texto universitario.
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CAPITULO III. LIMITE EN UN PUNTO DE UNA FUNCION REAL DE
VARIABLE REAL

En nuestra investigacion, abordamos el estudio del limite en un punto de una funcion real de

variable real.

En este capitulo, presentamos un resumen de como la definicion en general del limite de una
funcion evoluciond a lo largo de la historia y también analizaremos un texto universitario donde

se aborda este objeto matematico.
3.1 Evolucion del concepto de limite

En esta seccion detallaremos la evolucion del concepto del limite de una funcion a lo largo de la

historia, donde se hard un breve resumen de cada etapa por las que pasoé esta definicion.

El concepto del limite funcional ha pasado por varias etapas, hasta llegar a la definicién que hoy

en dia conocemos.

Segun Molfino y Buendia (2010), la evolucion del concepto del limite funcional pasé por cuatros

etapas.

e La antigiiedad (época Griega): Segun los autores, esta época se caracteriza por considerar
problemas geométricos, principalmente aquellos donde se requeria calcular el area de una
figura o el volumen de un cuerpo. Se destaca el trabajo de Hipdcrates (S. V a.C.), que
utilizo el concepto de limites para calcular el area de las lunulas; el de Eudoxo (408-355
a.C.) quien presentd, de manera implicita, el concepto de limite en las demostraciones por
exhauscion; Arquimedes (287-212 a.C.) quien aplico el método de la exhauscion para
demostrar resultados con respecto a volimenes y areas; y, finalmente, se tiene las paradojas
propuestas por Zenon (480 a.C.), dirigidas a las ideas pitagoricas del tiempo y el espacio
como suma de infinitos instantes o puntos.

e 2da etapa: siglo XVII: Esta etapa, segin los investigadores, se caracteriza
fundamentalmente por la busqueda de respuestas para problemas fisicos y astrondmicos
utilizando métodos infinitesimales. Se destacan los trabajos realizados por Kepler, Fermat,
Cavalieri, Barrow, Newton y Leibniz. El concepto de limite aparece de manera implicita
relacionado a problemas de calculo de velocidades, areas, pendientes, etc.

e 3" etapa: siglo XVIII: Para Molfino y Buendia (2010), esta etapa se caracteriza por la
evolucion de los fundamentos del analisis infinitesimal y esto se da porque se llega a
generalizar el método para otro tipo de funciones. En esta época, se destacan los trabajos

de Euler, D’ Alembert y Lagrange, quienes intentaron fundar el Célculo usando el Algebra
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de manera independientes a la Geometria. Euler fue promotor de este cambio considerando
funciones en lugar de variables, mientras que Lagrange recurrié al Algebra y al desarrollo
en serie de potencias para definir las funciones y asi darle al Calculo infinitesimal el rigor
de las demostraciones.

Segun Molfino y Buendia (2010), D’Alembert fue uno de los primeros matematicos en
dar una definicién del limite funcional. “Se dice que una cantidad es limite de otra cantidad
cuando la segunda puede aproximarse a la primera mas que cualquier cantidad dada por
pequeiia que se la pueda suponer, sin que, no obstante, la cantidad que se aproxima pueda
jamas sobrepasar a la cantidad a la que se aproxima de manera que la diferencia entre una
tal cantidad y su limite sea absolutamente inasignable”.

e 4 etapa: entre el siglo XIX y principios del XX: Para los investigadores, los resultados
obtenidos en esta etapa estaban muy bien justificados gracias a que se tenia un concepto
de funcion, aunque luego fue refutado con la aparicion de nuevos problemas matematicos
y fisicos, como el de la cuerda vibrante. En esta etapa, se destacan los trabajos de Cauchy
(1821) y Weierstrass, que se caracterizaron por la aritmetizacion del andlisis y las
concepciones de Wallis, Mengoli, Gregory, Newton, Gregory of St. Vincent y Vitali eran
generalmente relacionadas con sucesiones y series, y lo que destacaba de ellos era que
consideraban al limite como una aproximacién inalcanzable, donde resaltaba mas el

proceso que el objeto.

Para los autores, es recién con Weierstrass que se introduce el uso simbolos matematicos para
evitar usar la expresion “la variable se aproxima al limite”, ya que ello, segiin el autor, hacia
suponer ideas de tiempo y movimiento. Esto permitié transformar la idea del limite como un
proceso a una idea de limite como un objeto. Asi, finalmente, se presentd la definicion que

actualmente se usa en los libros de Calculo, como se muestra en la Figura 5.

Figura 5. Definicion actual del limite funcional.
Fuente: Blazquez y Ortega (2002, p.7)

Una vez presentada la evolucion del concepto del limite de una funcidn, a continuacion trataremos
detalladamente definiciones, teoremas y ejemplos relacionados al limite de una funcion, en el texto

de consulta que usaremos como referente, en la investigacion.
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3.2 Limite de funciones en un texto universitario

En esta seccion realizaremos el andlisis de parte del texto El Calculo de Louis Leithold (1998),
que es un texto usado en la ensefianza del limite de funciones, segun la bibliografia de los silabos

consultados.

La idea de limite esta relacionada con expresiones como “Tan cerca como deseemos” o
“Suficientemente cerca” que nos dan una idea de aproximacion. Para nuestro estudio, tuvimos en

cuenta las definiciones y propiedades propuestas por Leithold (1998).
Definicion de limite de una funcion:

Sea f una funcion definida en cada niimero de alglin intervalo abierto que contiene a a, excepto
posiblemente en el nimero a mismo. El limite de f(x) conforme x se aproxima a a es L, lo que

se escribe como
limf(x) =1L
x—a
Si la siguiente proposicion es verdadera:
Dado cualquier € > 0, no importa cuan pequeia sea, existe un § > 0 tal que
Si0<|x—al]<d entonces |[f(x)—L|<e

En la Figura 6 se pude apreciar la representacion en el registro grafico de la definicion del limite

en un punto de funcion real de variable real.

Figura 6. Representacion gréafica de la definicion del limite
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Posteriormente, podemos observar que los ejemplos brindados por Leithold (1998) son dados en
el registro algebraico, como se muestra en la Figura 7, donde se puede apreciar un ejemplo en el

cual se realiz6 tratamientos en el registro algebraico para llegar a la respuesta.

’ EJEMPLO 2 Calcule lim(x® + 7x - 5), y cuando sea apro-

1]
piado, indique los teoremas de fmites que se aplicaron.

Solucion

lim(x* + 7x = 5) = limx® + lin} Tx - lim35 (T.5L.)
=3 =43 1= 13
= limx- limx+ lim7- limx~- lim5 (T.6L.)
1=} 1=} =3 =) £=3
=33 4+7:3-5 (T.3L.yT.2L.)
=9 4+ 21 -5

= 25 |

Figura 7. Ejemplo ilustrativo de un tratamiento en el registro algebraico.
Fuente: Leithold ( 1998, p.44)

Definicion de limite lateral por la derecha:

Sea f definida en cada numero x, de un intervalo abierto {a, c), entonces:
Am, f() =L

Se usa para denotar que L es el limite derecho de f en x,

Definicion de limite lateral por la izquierda:

Sea f definida en cada numero x, de un intervalo abierto {a, c), entonces:

lim f(x)=1L

X—=Xg
Se usa para denotar que L es el limite izquierdo de f en X,
Teorema

El lim f(x) existe yesiguala L siysolosi lim_ f(x) y lim_ f(x) existeny son iguales.
XX x—-x0T X—-x9~

El autor expone un ejemplo para este teorema como se puede observar en la Figura 8. Al lado
izquierdo de la pregunta se puede apreciar la representacion en el registro grafico de la funcion

h(x) que le permitira al estudiante responder la parte a).
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’ EJEMPLO 2  Sea hla funcion definida por

4-2 six<l
hx) =
) {2+x2 sil<x

(a) Dibuje la gréfica de h. (b) Determine, si existen, cada uno de los siguien-
tes [{mites: lir:1 h(x); linll h(x); Iimi h(x).
=1 =+ I—

Solucion

(a) La grifica de h se muestra en la figura 4,

(b) lim h(x) = lim (4 - x?) lim h(x) = lim 2 + x?)

x=1- x=l= =1+ x|+
= 3 - 3
S - —+--—-6r—--—-j;--—--+—-—p X Como ,liﬁlhm = J]Lnlkh{x} y ambos son iguales a 3, se concluye, por
; el teorema 1.6.3, que limA(x) = 3. 4
h(x) = 4=-x siy <1 1=

2+ sil<x

Figura 8. Ejemplo ilustrativo del teorema de la existencia del limite de una funcion en un punto. Se
muestra un discurso matematico, el registro grafico y el registro algebraico de una funcion.
Fuente: Leithold (1998, p.51)

En el lado derecho presenta la respuesta a la parte b) de la pregunta, en donde se observa que para
determinar el limite de la funcion h(x) en el valor de x = 1, se realizan tratamientos en el registro

algebraico, pues se procede a verificar si los limites laterales son iguales.
Limites infinitos
Definicion:

Sea f una funcion definida en cada numero de algun intervalo abierto I que contiene a a, los
valores de f(x) crecen sin limite conforme x tiende a a ; es decir, f (x) puede hacerse tan grande

como se desee para todos los valores suficientemente cercanos a a, pero sin considerar el a.
lim f(x) = 4+
x—a
Si para cualquier nimero N > 0 existe § > 0 tal que
Si0 < |x—al <3§ entonces f(x) > N
Definicion:

Sea f una funcion definida en cada nimero de algin intervalo abierto I que contiene a a, los
valores de f(x) decrecen sin limite conforme x tiende a a ; es decir, f(x) puede hacerse tan
pequeiio como se desee para todos los valores suficientemente cercanos a a, pero sin considerar el

a.
lim f(x) = —
x—-a

Si para cualquier naimero N < 0 existe § > 0 tal que si 0 < |[x — a| < § entonces f(x) < N
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Nota: El lim f(x) = 400 se puede leer como el limite de f(x) cuando x tiende a a es mas infinito,
xX—>a

pero este limite no existe y que el simbolo +oo solo indica el comportamiento de los valores de la
funcion f(x) conforme x se aproxima cada vez mas a a. Del mismo modo sucede con
lim f(x) = —o0

xX—a

Nota: Se considera el limite lateral infinito si Jl% f(x) = +oosi f definida en cada nimero de
un intervalo abierto {a, ¢) y para cualquier nimero N < 0 existe § > 0 tal que

Si0<x—a<§ entonces f(x) <N

Anélogamente se puede definir: lim f(x) = +oo, lim f(x) = —c0 y lim f(x) = —oo.
x-a~ x—-at x-a~

Definicion de asintota vertical

Larecta x = a es una asintota vertical de la grafica de la funcién f si al menos uno de los siguientes

enunciado es verdadero.
1. lim f(x) = +oo
x—at

ii. lim f(x) = +oo

x—-a~

iii. lim f(x) = —o0
x—-at

iv. lim f(x) = —oo
xXx-a~

En la Figura 9 se observa la representacion en el registro grafico de la funcion f(x) con su

respectiva asintota x = a.

x=a xr=a X=a x=a
lim f(x) = +e0 lim f(x) = - lim flx) = +e= Iim f(x) = =00
F—sa* 1=-5g* X=4a” F=48"

Figura 9. Representacion de una funcion en el registro grafico y su asintota.
Fuente: Leithold (1998, p.56)
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Continuidad de una funcion en un nimero

Leithold (1998) define una funcién f continua en un niimero a si y solo si se satisfacen las tres

condiciones siguientes:

i.f (a) existe.

ii. lim f(x) existe.
xX—a

iii. lim f(x) = f(a).
xX—a

Si una o mas de estas tres condiciones no se cumplen en a, entonces se dice que la funcion f es

discontinua en a. Posteriormente, el autor define cada una de las discontinuidades.

Discontinuidad removible

Sea f una funcion discontinua, para el cual lim f(x) existe y f(a) no existe o f(a) # lim f(x),
x—-a x—-a

dicha discontinuidad es una discontinuidad removible (o eliminable), pues esta funcion se redefine

en a de modo que f(a) = lim f(x), la nueva funcion es continua en a. En la Figura 10 se muestra
Xx—a

un ejemplo de una funcién f(x) por tramos que se da en el registro algebraico y, al lado derecho
se muestra su representacion en el registro grafico. El autor explica usando un registro de lengua
natural que la representacion grafica de la funcion f(x) se rompe en el punto x = 1, por lo tanto
analizando en ese punto, se tiene que no cumple el item (ii1) de una funcién continua; por tanto, se

tiene una funcion con discontinuidad removible (o eliminable).

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Sca la funcion definida por

243 sixzl
2 six=1

f(x)

La gréfica de esta funcién, la cual se muestra en la figura 3, rompe en el punto

donde x = 1, por lo que s investigardn en ese punto las condiciones de la
definicién 1.8.1. o T
t f O +—» X
() f) =2 / ‘
a5 2 six = I
(i) lim fx) # (1) FIGURA 3

Figura 10. Ejemplo ilustrativo de una funcién con discontinuidad removible (o eliminable) mostrando su
discurso matematico y su representacion grafica.
Fuente: Leithold (1998, p.67-68)

42



Discontinuidad Esencial

Segun Leithold (1998), si la discontinuidad no es removible (o evitable), se le conoce como
discontinuidad esencial, donde el item (ii) de una funcién continua no se cumple. Estas
discontinuidades pueden ser: Infinita y tipo salto.

¢ Discontinuidad infinita

Una discontinuidad es infinita cuando al menos uno de los limites laterales no existe.

En la Figura 11 se puede apreciar la funcion f(x) dada en el registro algebraico, que no es
continua, el autor menciona usando un registro de lengua natural que, la representacion grafica de
la funcion f(x) se rompe en el punto x = 2. Esto se puede apreciar al lado derecho de la figura
donde se tiene la representacion de la funcion f(x) en el registro grafico, ademas f (x) no cumple

con la condicion (ii) de una funcion continua, pues el lirr% f(x) no existe, ya que hr?+ f(x)y
X— X—

ligl f (x) no existen, por lo tanto, f(x) es una funcion con discontinuidad esencial infinita.
X2~

) HIEMPLO NUSTRATVO 4 seujutuciniidapr| |

- L
ﬂx)'x-l

La grdfica de f, mostrada en a igura 5, se rompe en el punto donde.x = 2; por o
que s invstgardnLas condicones d l deiici 1 .1

i) fQ) no’esté definida, foy = 1

X -

Figura 11. Ejemplo ilustrativo de una funcién con discontinuidad esencial infinita. Se muestra el registro
grafico.
Fuente: Leithold (1998, p.69)

e Discontinuidad de salto

Una discontinuidad esencial del tipo salto se da cuando existen los limites laterales, pero estos son
distintos. En la Figura 12 se tiene un ejemplo de una funcion h(x) en el registro algebraico y al
lado derecho de la figura se aprecia su representacion en el registro grafico. El autor menciona
usando el registro de lengua natural que la representacion grafica de la funcion h(x) se rompe en

el valor de x = 1, en el cual lin} h(x) no existe, pues hr% h(x) # lir’il_ h(x), por lo tanto se trata
X— xX— X—

de una funcion discontinua porque no cumple el item (ii) de una funcién continua y por tener que
los limites laterales existen, pero son distintos se tiene que h(x) es una funcion discontinua
esencial del tipo salto.
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO &  Sea I funcicn cefnida por y

J+x six<l1
1-x sil<x

hix) = {

La figura 7 muestra la grfica de . Como la gréfica de h se rompe en el punto
donde x = I, se investigarén las condiciones de la definicion 1.8.1 en 1.

(i) A(l) =4

(i) ]ir?fh(x) = liff[(S +x) lir%h(x) = linll+ (3-x
=4 =2

3 +x six <1
3-x sil <ux

h(x) = {

Debido a que lit{l h(x) # lir?+ h(x), entonces lim h(x) no existe.
o

X = £
La condici6n (ii) no se cumple en |; de modo que h es discontinua en 1.

Figura 12. Ejemplo ilustrativo de una funcion con discontinuidad esencial salto
Fuente: Leithold (1998, p.69)

Con respecto a las tareas que plantea Leithold (1998) al final de cada seccion, se puede decir que
estas estan dadas en los registros algebraico, grafico y lengua natural. Por ejemplo, en la Figura
13 se puede contemplar una tarea brindada en el registro grafico, donde se pide evaluar el limite

de la funcion f(x) en diferentes puntos, a partir de la representacion grafica de la funcion f(x).

35. El dominio de fes [-1, 5). (a) ‘I_i.ml‘f(x); (b) lI_i.rg_ f(x),
(¢) 'ILT, f(x), (d) !ilrg)f(x); (e) .lin;__ f(x): (F) ,li"z" f(x);
(g) an} f(x); (h) 'I_i.n;_ f(x): (i) .Ii*n;‘ f(x); () !i_‘n}f(x)'.
&) lim f(x)

‘Y

Figura 13. Tarea dada en el registro grafico.
Fuente: Leithold (1998, p. 54)

Finalmente, luego de la revision de parte del texto, podemos concluir que éste presenta
definiciones, ejemplos en los registros algebraico, grafico y lengua natural.
En las tareas que brinda el texto se puede apreciar que el registro algebraico es el mas

predominante, las tareas en el registro grafico se presentan en menor cantidad y las tareas en el
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registro de lengua natural son minimas. Para lograr un aprendizaje significativo de la nocién de
limite, pensamos que el estudiante deberia coordinar por lo menos dos de estos tres registros. Es
por ello que pensamos que en el texto se deberian brindar mas tareas que involucren el uso de los

tres registros.

Del mismo modo Londofio, Narro y Vera (2014), afirman que hay preferencia por usar inicamente
el registro algebraico para la ensefianza de limite de funciones, sin ser este el registro mas

comprensible por los estudiantes.

Asimismo La Plata (2014) afirma que los estudiantes participantes de su investigacion, en su
mayoria, resuelven con éxito tareas en el registro algebraico, relacionadas al limite de una funcion,
pero cometen errores cuando usan el registro grafico, lo cual evidencia manejo limitado del

concepto de limite de una funcién en otros registros diferentes al algebraico.

A continuacion pasamos a ver la parte experimental de nuestra investigacion.
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CAPITULO 1V: PARTE EXPERIMENTAL Y ANALISIS DE LA
INVESTIGACION

En este capitulo, presentamos la descripcion de los sujetos de investigacion y la actividad disefiada
para la recoleccion de la informacidn, con los resultados esperados a las preguntas de esta
actividad. Posteriormente se hace el analisis de las respuestas brindadas por los estudiantes, para
ello se hace la triangulacion de la informacion, con la ficha de observacion, archivos de Geogebra,

grabacion de la pantalla del computador.

Este analisis se hace en términos de la Teoria de Registros de Representacion Semidtica y la parte
experimental de esta investigacion se llevo a cabo en un ambiente de una universidad publica de

Lima.
4.1 Sujetos de la investigacion

En esta investigacion, de un dia de duracion, participaron de manera voluntaria tres estudiantes del
curso de Célculo I de la escuela académica profesional de Ingenieria de Seguridad y Salud en el

Trabajo de una universidad publica de Lima, cuyas edades fluctiian entre los 19 y 21 afios de edad.

Cabe mencionar que en nuestra investigacion se hace el analisis de resultados de un estudiante,
cuya forma de eleccion fue en base a los desarrollos claros y completos que presentd, ademas de
haber completado toda la actividad y fue el estudiante que mostrd mas interés en el desarrollo de

la misma.
En adelante, en el analisis de los resultados, este estudiante sera llamado Julio.
4.2 Descripcion de la actividad

La actividad planteada tuvo como objetivo analizar la articulacion de las aprehensiones
perceptiva, discursiva y operatoria que realizan los estudiantes de Ingenieria cuando movilizan
la nocidn del limite de una funcidn en un punto en el registro grafico. Esta actividad se desarrolld
en una sola sesion con ayuda de un computador para cada estudiante y tuvo una duracidn

aproximada de 100 minutos.

La actividad estuvo compuesta por cuatro preguntas (ver Anexo). Las dos primeras se
desarrollaron a lapiz y papel y se usaron dos archivos creados en Geogebra y las otras dos

preguntas fueron desarrolladas exclusivamente con lapiz y papel.

Cada pregunta pretendid evaluar contenidos matematicos relacionados al objeto matematico limite

de una funcién en un punto.
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La descripcion de los contenidos y objetivos de cada pregunta se puede contemplar en la Tabla 7.

Tabla 7
Secuencia y contenido de la actividad

ACTIVIDAD PREGUNTAS

Contenidos matematicos a

movilizar

Objetivos

1 Limite en un punto de una Identificar y describir
funcion constante, extremos de las aprehensiones
una funcion, limites infinitos, perceptiva, discursiva y
funciones con discontinuidad operatoria que realizan
removible, discontinuidad tipo los estudiantes cuando

lera parte salto. movilizan la nocion del
limite de una funcién

2 Definicion de limite mediante )

real en el registro
limites laterales, dominio de la
5 grafico usando
funcion f. Geogebra,

3 Limite en wuna funciéon Identificar y describir
constante, el limite en una las aprehensiones
funcion con discontinuidad perceptiva y discursiva
removible, el limite en un que realizan los

2da parte extremo de la funcién estudiantes cuando
movilizan la nocién del
limite de una funcion
real en el registro
grafico usando lapiz y
papel.

4 Existencia del limite en un Verificar el aprendizaje

punto con discontinuidad

removible y limite infinito.

de la nocion de limite,
en un problema de
de

cambio registro

usando lapiz y papel.
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4.3 Actividad y Analisis

En esta parte, realizaremos el analisis de cada una de las preguntas de la actividad, para ello
detallaremos el objetivo de cada una de las cuatro preguntas y propondremos posibles resultados
esperados. Posteriormente realizaremos la descripcion y analisis de los datos obtenidos con los
instrumentos de recopilacion de informacion. Finalmente, realizaremos la triangulacion de la

informacion con todos los datos obtenidos.

Cabe recordar que la actividad consta de dos partes. La primera parte tiene dos preguntas que se
desarrollan usando lapiz y papel basandose en un archivo en Geogebra, la primera pregunta consta
de dos items, en los cuales el estudiante debe analizar el limite en todo el dominio de la funcion y
la segunda pregunta consta de tres items y esta disefiada para que el estudiante use la definicion
de limite. La segunda parte también tiene dos preguntas y se desarrollan exclusivamente a lapiz y
papel, en la tercera pregunta, el estudiante, tendréd en su hoja de trabajo la representacion grafica
de una funcién para que con ello analice en qué valores del dominio de la funcion el limite es tres
y la cuarta pregunta contiene dos items, en el primer item el estudiante debe graficar una funcion,
proporcionadas unas condiciones y en el segundo item debe modificar esta grafica dada una

condicion mas.

Los datos seran recopilados mediante fichas de recojo de datos (ver Anexo 3), fichas de actividad
(ver Anexo 1), fichas de observacion (ver Anexo 2), archivos de Geogebra y grabacion de las

pantallas del computador, todo ello servird para realizar la triangulacion de la informacion.
A continuacion presentamos el analisis de las respuestas presentadas en la primera parte.

PRIMERA PARTE
Pregunta 1

1. Abra el archivo P1, a continuacion responda los siguientes items:
a) ;En qué funciones existe el limite en todo su dominio? Explique

b) ;Cual de las siguientes funciones F del Geogebra P1 cumple las siguientes
condiciones para b € Dom(F)? Explique
i A xll'ﬁ F(x)

ii. 3 F(b)

Figura 14. Pregunta 1 de la actividad.
La pregunta 1 de la actividad que se aprecia en la Figura 14, consta de dos items a y b, esta disefiada
con la finalidad de usar el programa Geogebra como medio para movilizar la nocion del limite en
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un punto de una funcion real de variable real en el registro grafico. Al abrir el archivo P1 el
estudiante encontrard la representacion grafica de una funcion, a medida que el estudiante mueva

la herramienta deslizador, obtendra la representacion grafica de otras cinco funciones mas.

Al desarrollar esta pregunta se busca identificar las aprehensiones perceptiva y discursiva en el
registro grafico. Para ello, se tomaron en cuenta las respuestas que el estudiante escribi6 en la hoja
de trabajo, las anotaciones del observador, asi como las grabaciones de la pantalla del computador

que se hicieron con el programa Camtasia Studio 8.

Analisis de la pregunta 1 a)

a) ;En qué funciones existe el limite en todo su dominio? Explique

Figura 15. Pregunta 1 a) de la actividad

La pregunta 1 a) que se muestra en la Figura 15, busca que el estudiante movilice la nocion de
limite en cada una de las seis funciones presentadas en el registro grafico en Geogebra, donde
encontrara funciones seccionadas, continuas por tramos, con discontinuidad removible, con

discontinuidad infinita y discontinuidad tipo salto.

Se piensa que para observar las seis funciones en el registro grafico (aprehension perceptiva) el
estudiante usard la herramienta deslizador y con ello cambiard la funcion inicial a las otras
funciones. Posteriormente, se cree que el estudiante identificard el dominio de cada una de las

funciones (aprehension discursiva).

Una vez identificado el dominio de la funcion, se piensa que el estudiante usard conceptos
relacionados a la nocion del limite en un punto de una funcién real de variable real (aprehension
discursiva), para concluir sobre la existencia del limite en un punto en cada una de las seis

funciones.

Todo ello se evidenciard cuando el estudiante lo manifieste en su hoja de trabajo, usando el registro

algebraico o el registro de lengua natural.
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Analisis de la representacion grafica de la funcion Fy

Figura 16. Representacion grafica de la funcién F;.
Para la representacion grafica de la funcion F; que se aprecia en la Figura 16, se espera que el
estudiante, con su aprehension perceptiva, logre identificar que se trata de una funcion real de
variable real por tramos y discontinua, ademds pensamos que el estudiante identificard que el
domF; = (—o0,—3) U (—2,+00) (aprehension discursiva) y con su aprehension perceptiva
observara que en el intervalo (—oo, —3), la funcion es continua, la asociara con las condiciones de

una funcion continua en un punto, donde lim F; (x) = F;(a). Con ello, podré decir que existe el
xX—a

limite de F; en (—oo, —3). Esto evidenciaria una aprehension discursiva.

En el intervalo (—2, +00) se cree que el estudiante, con una aprehension perceptiva, observe que

es una funcion discontinua. Luego identifique que se trata de una discontinuidad removible en

x = 0y, por ello, existe el limite de la funcion en (—2, +0).

Esto demostraria que desarrollé una aprehension discursiva, porque movilizo el teorema de la
existencia del limite en un punto para x = 0, para ello el estudiante deberia evidenciar en su

discurso la igualdad y existencia de los limites laterales lir(gl+ Fi(x) = lirgl_ Fi(x) =-2.
X— X—
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Analisis de la respuesta del estudiante Julio para representacidon grafica de la funcién F;

Figura 17. Respuesta del estudiante Julio para la representacion grafica de la funcion Fy

En la Figura 17 se tiene la respuesta brindada por el estudiante Julio usando el registro de lengua

natural, donde manifest6 que el limite de la funcion F; existe en todo su dominio.

Por tratarse de una funcion continua, a excepcion del intervalo (—3, —2), esta respuesta evidencid
su aprehension perceptiva del grafico de F;, aunque la respuesta brindada no fue la correcta, pues

la funcion es continua, excepto en el intervalo [—3, —2].

El estudiante logrd reconocer que tenia la representacion grafica de una funcion discontinua, tal
como se tuvo previsto en un inicio. El manifestar que la funcién es continua, a excepcion del
intervalo (—3,—2), mostré su aprehension discursiva, como lo planteamos al inicio, pues

implicitamente identificd el DomF;, aunque no de la forma correcta.

Creemos que el estudiante identifico que en el intervalo (—oo, —3) tiene una funcioén continua y en
el intervalo (—2,+0) se cumple que los limites laterales son iguales, esto esta vinculado al
teorema de existencia del limite de una funcion en un punto, ya que mencion6 que en el resto del
dominio los limites laterales son iguales. Esta conclusion evidenciaria que el estudiante desarrolld

una aprehension discursiva.

El programa Camtasia Studio 8 mostré que el estudiante se mantuvo aproximadamente dos
minutos observando la representacion grafica de la funcion F; y no hubo anotaciones por parte de

la investigadora.

Con todo ello, afirmamos que el estudiante Julio, aunque no haya identificado de forma correcta
el DomF;, logrd coordinar su aprehension perceptiva con su aprehension discursiva para llegar a

concluir que el limite de la funcion F; existe en todo su dominio.
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Analisis de la representacion grafica de la funcion F,

Figura 18. Representacion grafica de la funcion F,.

En la Figura 18 se tiene la representacion grafica de la funcion F,. Se piensa que el estudiante
podra observar (aprehension perceptiva) que se trata de una funcion real de variable real, definida
por tramos y discontinua. Luego identifique que el domF, = R — {—3} (aprehension discursiva).
Posteriormente, asociando el domF, = R — {—3} al teorema de la existencia de un limite en un
punto, manifieste en su respuesta que en F, no existe el limite en todo su dominio, ya que en el
valorde x = —2 tiene discontinuidad tipo salto donde existen los limites laterales, pero estos son

distintos, por lo tanto, no existe el limite en el valor de x = —2.
Si el estudiante logra evidenciar esto, diremos que realizo una aprehension discursiva.

Analisis de la respuesta del estudiante Julio para la representacidn grafica de la funcién F,

Figura 19. Respuesta del estudiante Julio para la representacion grafica de la funcion F,.

Para la representacion grafica de la funcion F,, el estudiante Julio, en su respuesta, evidencio una
aprehension perceptiva ya que manifesto, usando un registro de lengua natural, que F, no es una

funcién continua, tal como se muestra en la Figura 19.

En un inicio manifestamos que el estudiante, al aseverar que para el valor de x = —2 los limites
laterales son distintos y que por ello la funcién no es continua, nos mostraria su aprehension

discursiva, ya que muestra las condiciones que debe cumplir una funcion para ser continua.

El estudiante Julio manifesto6 al observador que, como la funcién no era continua por tener limites

laterales distintos, eso era suficiente para que el limite en ese punto no existiera. Esto mostraria
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que el estudiante desarrolldé una aprehension discursiva, tal como lo esperdbamos, puesto que

relaciono las condiciones al teorema de existencia del limite de funciéon en un punto.

El programa Camtasia Studio 8 mostrd que el estudiante no realizd ninguna accion, solo que el
tiempo en analizar esta funcion fue aproximadamente dos minutos. No hubo anotaciones por parte

de la investigadora.

Todo lo anterior indicaria que el estudiante logrd articular las aprehensiones perceptiva y

discursiva para poder concluir que, en F, , el limite no existe en todo su dominio.

Analisis de la representacion grafica de la funcidn F;

Figura 20. Representacion grafica de la funcion Fs.

En la Figura 20 se tiene la representacion grafica de la funcidn F3, se piensa que el estudiante, con
su aprehension perceptiva, logrard establecer que F; es una funcion real de variable real definida
por tramos y discontinua. Luego al identificar que domF; = R — {—3}, se puede decir que
desarrolld una aprehension discursiva, también si manifiesta que F; es una funcién con

discontinuidad removible en x = 0 y x = —3, podemos afirmar lo mismo.

Por ello se cumple que existe el limite en todo su dominio, lo que evidenciaria que el estudiante
realiz6 una aprehension discursiva, pues en su respuesta puede manifestar que en x = 0 existe el

limite dado que lin?)+ F3(x) = lirr(l)_ F3(x) = —2, esto justificaria que usé el teorema de
x—-— xX—=

existencia del limite de una funcion en un punto. El estudiante también puede justificar del mismo

modo para x = —3.
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Analisis de la respuesta del estudiante Julio para la representacion grafica de la funcion Fs

Figura 21. Respuesta del estudiante Julio para la representacion grafica de la funcion F;.

Para la representacion grafica de la funcion Fj, el estudiante Julio manifesto, usando el registro de
lengua natural tal como se aprecia en la Figura 21, que el limite existe en todo su dominio, ya que
los limites laterales son iguales en todo su dominio. Esto evidenciaria una aprehension discursiva,
ya que creemos que relaciond lo que observd (aprehension perceptiva) con el teorema de

existencia del limite de una funcién en un punto.

Ademas, podemos observar que el estudiante, en un inicio, escribi6 que el limite existe por tratarse
de una funcién “continua”. Esto reflejaria una aprehension perceptiva de la representacion grafica
de la funcion F3, aunque esta no sea la correcta, pues la funcioén F; tiene discontinuidades en

x=-3yx=0.

Al ser consultado por la investigadora, el estudiante Julio manifesté que efectivamente en un inicio
su percepcion le hizo pensar que se trataba de una funcién continua, pero luego al ver con mas
detalle el grafico, corrobord que esto no era cierto, pero que de todas formas la funcion tenia los

limites laterales iguales en todo el dominio, y por ello si existia el limite de F; en todo su dominio.

El programa Camtasia Studio 8 evidencid que, en esta representacion grafica de la funcion, el
estudiante demoro6 mas tiempo con respecto a las otras funciones, ya que le tomo aproximadamente
cinco minutos realizar el andlisis de la representacion grafica de esta funcion. Consideramos que
esto sucedio por el error que cometio al inicio de asegurar que la funcion era continua en todo su

dominio y le tomo mas tiempo volver a analizar la representacion grafica de la funcion F;.

Con todo ello, podemos concluir que, a pesar que el estudiante en un inicio cometié una
equivocacion, logro articular las aprehensiones perceptiva y discursiva que le permitieron corregir

el error y concluir que en la funcidn F; existe el limite en todo su dominio.
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Analisis de la representacion grafica de la funcion F,

Figura 22. Representacion grafica de la funcion F,

En la Figura 22 se tiene la representacion grafica de la funcion F,, se espera que el estudiante, con
su aprehension perceptiva, considere que F, es una funcién por tramos y discontinua.
Posteriormente identifique que domF, = R — {—3} (aprehension discursiva), al vincular esto al
teorema de la existencia del limite de una funcion en un punto, lograra reconocer que F, tiene una
discontinuidad tipo salto en x = 0, en el cual existen los limites laterales, pero estos son distintos,
entonces no existe el limite en x = 0. Por lo tanto, no existe el limite de la funcién en todo su

dominio, podremos decir que el estudiante ha realizado una aprehension discursiva.

Analisis de la respuesta del estudiante Julio para la representacion grafica de la funcién F,

Figura 23. Respuesta del estudiante Julio para la representacion grafica de la funcion Fy

En la Figura 23, el estudiante Julio aseverd, usando un registro de lengua natural, que la funcién

no es continua esto debe corresponder a la aprehension perceptiva que realizo.

Para x = 0 manifestd que los limites laterales no existen. Esto demostrd, como pensamos en un
inicio, una aprehension discursiva del estudiante ya que relaciono las condiciones de una funcioén

continua en un punto a lo que pudo percibir en x = 0.

El estudiante Julio no manifesto en su respuesta nada con respecto a la existencia del limite de la
funcién en todo su dominio. Al ser preguntado por la investigadora por qué respondié usando solo

la condicién de que no era una funcién continua, manifestd que la condicion suficiente para que
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no exista el limite en esa funcion era lo que €l dijo para x = 0, los limites laterales son distintos.
Creemos entonces que para €l saber que una funcion es discontinua en un punto, es suficiente para

tener la no existencia del limite en ese punto.

El programa Camtasia Studio 8 no capto ninguna modificacion de la representacion grafica de Fy
y podemos decir que, en el andlisis de la representacion grafica de esta funcion, el estudiante

demor6 aproximadamente dos minutos.

Con los indicios anteriores, podemos decir que Julio articuld las aprehensiones perceptiva y
discursiva para llegar a concluir usando el teorema de la existencia del limite de una funcién, que

el limite de la funcion F, no existe en todo su dominio.

Analisis de la representacion grafica de la funcidn Fe

Figura 24. Representacion grafica de la funcion Fs.
En la Figura 24 se tiene la representacion grafica de la funcion Fs. Se espera que al activar la casilla
asintota el estudiante lograra ver el trazo de una asintota en x = 1, al igual que con su aprehension
perceptiva podra observar que Fs es una funcion discontinua. Posteriormente identifique que el
domFs = R — {—3} (aprehension discursiva), al asociar esto al teorema de existencia del limite
de una funciéon en un punto, tendrd que el limite de F; en x =1 no existe, puesto que

linl1+ Fs(x)=-2y liI{l_ Fs (x) = +00 y no cumple las condiciones del teorema.
xX—> X—

Si el estudiante logra aseverar esto en su respuesta, se puede decir que el estudiante desarrollo una

aprehension discursiva.
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Analisis de la respuesta del estudiante Julio para la representacion grafica de la funcion Fe

Figura 25. Respuesta del estudiante Julio para la representacion grafica de la funcion Fs.

En la Figura 25 se tiene la respuesta del estudiante Julio donde manifesto, usando el registro de
lengua natural, que Fs no es una funcion continua, lo cual mostré su aprehension perceptiva.
Luego al afirmar que la funcion no es continua, ya que para x = 1, el limite por la derecha es —2
y el limite por la izquierda tiende a infinito, demostrd, como se esperaba al inicio el desarrollo de

una aprension discursiva, ya que uso las condiciones del teorema de una funcién continua.

El estudiante no menciond en su respuesta nada acerca de la existencia del limite de la funcién en
todo su dominio; esto podria ser porque para ¢l fue suficiente que la funcion sea discontinua para

que el limite de esa funcidon en un punto no exista.

El programa Camtasia Studio 8 captd que Julio activé la casilla para obtener la asintota en x = 1
y analizo la grafica de la funcion aproximadamente dos minutos, mas no realiz6 ningun tratamiento
con la gréfica. El estudiante manifest6 a la investigadora que la condicion suficiente, para que el

limite no exista en x = 1, es que los limites laterales son distintos.

Con toda esa informacidn, concluimos que el estudiante articuld las aprehensiones perceptiva y
discursiva pues le permitieron definir que el limite de la funcion F5 no existe en todo su dominio,

por ser una funcion discontinua en x = 1.

Analisis de la representacion grafica de la funcion Fe

Figura 26. Representacion grafica de la funcion Fg
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En la Figura 26 se tiene la representacion grafica de la funcion Fg. Al activar la casilla asintota, el

estudiante lograré ver el trazo de una asintota en x = 1.

Con esto pensamos que el estudiante, con su aprehension perceptiva, logrard observar que Fg es
una funcion discontinua. Luego pensamos que identificara que domF, = R — {—3} (aprehension
discursiva), si el estudiante logra asociar esto al teorema de la existencia del limite de una funcion,
podra manifestar que en x = 1 el limite no existe, ya que no existen los limites laterales. Si lo pone
de manifiesto en su respuesta, podremos asegurar que el estudiante desarrolld una aprehension

discursiva.

Analisis de la respuesta del estudiante Julio para la representacion grafica de la funcion Fe

Figura 27. Respuesta del estudiante Julio para la representacion grafica de la funcion Fy

Para la representacion grafica de la funcion Fg el estudiante Julio destaca usando un registro de
lengua natural, tal como muestra la Figura 27, que la funcién no es continua, lo cual evidencio su
aprehension perceptiva. Posteriormente al afirmar que para x = 1 , los limites laterales tienen
tendencia hacia +oo por la derecha y —oo por la izquierda, tal como se habia previsto, mostré que
desarroll6 una aprehension discursiva ya que verificd las condiciones que debe cumplir el teorema

de una funcidén continua.

El estudiante Julio manifesté a la investigadora el hecho de tener los limites laterales con
tendencias diferentes, pues el limite tiende +oo por la derecha y —oo por la izquierda, era condicion

suficiente para que el limite en x = 1 no exista.

El grabador de pantalla captd que efectivamente el estudiante activé la casilla asintota y demoro

aproximadamente dos minutos analizando la gréafica de la funcion Fg.

Estas evidencias nos mostrarian que el estudiante articulé su aprehension perceptiva y su
aprehension discursiva y con ello pudo concluir que, por tener los limites laterales distintos en x =
1, el limite en ese punto no existe y por tanto, como es un valor que pertenece al DomF;, entonces

no existe limite en todo el dominio de la funcién Fg.
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Analisis de la pregunta 1b)

b) ;(Cual de las siguientes funciones F del Geogebra P1 cumple las siguientes

condiciones para b € Dom(F)? Explique
i 2 lim F(x)
ii. 3 F(b)

Figura 28. Pregunta 1 b) de la actividad.

La pregunta 1 b), Figura 28, tiene como objetivo lograr que el estudiante identifique la funcién
en la cual no existe el limite lateral por la derecha en un punto, pero si existe la imagen de ese

punto, con lo cual se tiene la no existencia del limite en ese punto.
Esperamos que para x = 1, en la representacion grafica de la funcion Fg, el estudiante reconozca

que lim Fg = —oo, con lo cual tendra que lim Fg no existe por no tratarse de un valor real.
x—1 x-1

Esto nos demostrara que el estudiante desarrolld una aprehension discursiva y posteriormente el

estudiante, con su aprehension perceptiva, identificara que f(1) = —2.

Figura 29. Representacion grafica de la funcion F.
Pensamos que con el andlisis y la coordinacion de estas aprehensiones, el estudiante concluiria
que la funcion Fg, cuya representacion grafica se aprecia en la Figura 29, es la que cumple con las

condiciones solicitadas.
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Analisis de la respuesta del estudiante Julio para la pregunta 1 b)

Figura 30. Respuesta del estudiante Julio para la pregunta 1 b)

En la Figura 30, el estudiante Julio afirmd, usando el registro de lengua natural, que la funcion Fg
cumple con las condiciones pedidas, puesto que manifestd que para x = 1 no existe el limite lateral
por la derecha por tener una tendencia hacia —oo, esto muestra su aprehension discursiva tal como

se tenia previsto.

Luego manifestd, en su respuesta, usando un registro de lengua natural “Observamos que si existe
el valor de la funcion evaluada en ese punto”. Esto evidenciaria una aprehension perceptiva del
punto (1, F4(1)). Con todo ello, se puede decir que Julio articuld estas dos aprehensiones y pudo

concluir que la funcion Fg tal como lo habiamos previsto.

Pregunta 2

2. Abra el archive P2, a continuacion responda los siguientes items:
a) ;Existe lil::‘]l5 f(x)? Justifique.
X3,
b) Usando las herramientas del Geogebra, explique por qué el lil?]']5 f(x) NO esigualal
x—3.

o . q .
c) ;Existe el x_l}lzl]ul” f(x)? Explique

Figura 31. Pregunta 2 de la actividad
Se puede observar que la pregunta 2 consta de tres items a, b y c. Al abrir el archivo P2 de Geogebra
el estudiante encontraré la representacion grafica de la funcion f(x), como se aprecia en la Figura

32.
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Figura 32. Representacion grafica de la funcion f(x).

El objetivo de esta pregunta es que el estudiante realice tratamientos en el registro grafico que, le
permitan movilizar conceptos como la definicion de limite, teorema de la existencia del limite en
un punto y dominio de una funciéon. En el desarrollo de esta pregunta, se espera identificar las

aprehensiones perceptiva, discursiva y operatoria en el registro grafico.

Analisis de la pregunta 2 a)

a) ;Existe liI?:l5 f(x)? Justifique.
X—3.

Figura 33. Pregunta 2 a) de la actividad
Para la pregunta 2a), Figura 33, se espera que el estudiante explique que lirgls f(x) existe. Para
X—35.

ello, pensamos que el estudiante realizard, tal como se muestra en la Figura 34, un tratamiento en
la representacion grafica de la funcion f(x) al movilizar el punto de color rojo, para encontrar

valores de f(x) para x que son proximos al valor de 3.5.
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Figura 34.Tratamiento de la representacion grafica de la funcion f(x).

También se considerd que el estudiante podria justificar identificando que la grafica corresponde
auna funcion con discontinuidad removible en x = 3.5. Ello mostraria que el estudiante desarrolld
una aprehension discursiva, puesto que ahi esta inmerso el teorema de la existencia del limite de

una funcién en un punto.

Otra situacion que se puede presentar es que, ademas de justificar que el limite existe, el estudiante
asuma que este limite es 2, puesto que tendré que, por tratarse de una funciéon con discontinuidad
removible en x = 3.5 donde se puede volver a definir la funcion en x = 3.5, este limite seria el
valor de f(3,5). Esto evidenciaria que el estudiante desarroll6 una aprehension discursiva, por lo

tanto el estudiante podria asumir que f(3,5) = 2, lo cual evidenciaria su aprehension perceptiva.

Analisis de la respuesta del estudiante Julio para la pregunta 2 a)

En un inicio pensamos que Julio observo la representacion grafica de la funcion f (x) (aprehension
perceptiva), que se muestra en la Figura 32. Luego el programa Camtasia Studio 8 captd que el
estudiante usé la herramienta desplazamiento vertical del Geogebra, para modificar las escalas de

los ejes. En inicio, la escala en el eje X es de uno en uno, tal como se aprecia en la Figura 34.
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Figura 35. Representacion grafica de la funcion f(x) con escala de uno en uno

El estudiante Julio realiz6 una modificacion Optica al usar la herramienta desplazamiento del
Geogebra, para aumentar la escala en el eje coordenado X, pues inicialmente como se aprecia en
la Figura 35, esta escala era de uno en uno y posteriormente como lo muestra la Figura 36 esta es
escala ahora es de cinco en cinco. Esto muestra que el estudiante realizé una aprehension

operatoria, ello con el fin de observar el dominio de la funcion f(x).

Figura 36. Aprehension operatoria en la representacion grafica de la funcion f(x).

Luego el programa Camtasia Studio 8 mostr6 que el estudiante volvié a modificar las escalas de

los ejes coordenados, esta vez con el fin de ubicar a x = 3.5. Esto, como se tuvo previsto, evidencia
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una aprehension operatoria, tal como se puede apreciar en la Figura 37, en la que Julio modifico
la escala a una de dimension uno, a nuestro criterio, con la finalidad de tener un acercamiento mas

preciso a x = 3.5.

Figura 37. Aprehension operatoria en la representacion grafica de la funcion f(x).

Posteriormente se observa, en la Figura 38, que el programa Camtasia Studio 8 capté que Julio
movilizo el punto de color rojo a valores cercanos a x = 3.5. Esto vendria a ser un tratamiento de
la representacion grafica de la funcion f(x), puesto que el estudiante moviliz6 el punto de color

rojo en la funcién f(x).

Figura 38. Tratamiento de la representacion grafica de la funcion f(x).

El estudiante Julio menciond a la investigadora que realiz6 este tratamiento con el fin de observar
los valores de f(x) correspondientes a los valores cercanos a x = 3.5, y con ello poder analizar el

limite de la funcion f(x) en ese valor.

Figura 39. Respuesta del estudiante Julio para la pregunta 2 a).
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El estudiante Julio afirmo, en su respuesta, usando el registro de lengua natural, tal como se
observa en la Figura 39, que el limite de la funcion f(x) existe en x = 3.5, ya que los limites
laterales existen y son iguales para el valor de x = 3.5. Esto, segin nuestro analisis, evidenciaria
una aprehension discursiva del estudiante, ya que uso el teorema de existencia del limite de una

funcién en un punto.

Segun lo que mostré Camtasia Studio 8, el estudiante realiz6 un tratamiento en la representacion
grafica de la funcion f(x) y explor6d en valores cercanos de f(3,5). Esto corroboraria que el
estudiante us6 este teorema y por ello busco los valores que se aproximan por la derecha e

izquierda para x = 3.5.

Luego, en su respuesta, el estudiante mencion6 que el limite de la funcion f(x) enx = 3.5es a
“simple vista” el valor de 2. Esto mostraria, como lo habiamos previsto en nuestro analisis, que
realiz6 una aprehension perceptiva, pues asumi6 que como los valores de f(x) para valores de x

proximos a 3.5, se aproximan por ambos lados al nimero dos, entonces este limite es dos.

Analisis de la pregunta 2 b)

b) Usando las herramientas del GeoGebra, explique por que el li1'31.15 f(x) NO es1guala 2

Figura 40. Pregunta 2 b) de la actividad

En la pregunta 2b), que se aprecia en la Figura 40, se espera que el estudiante realice una
modificacion Optica al usar la herramienta zoom del Geogebra, para disminuir la escala en el eje X
y tener una mejor aproximacion. En la Figura 41 se muestra la modificacion Optica que puede
realizar el estudiante dentro de su aprehension operatoria, ya que al cambiar las escalas de los ejes

coordenados, la representacion grafica de la funcion f(x) también se modificara.

Se espera que el estudiante realice este tratamiento para obtener informacion sobre los valores

proximos a x = 3,5y asi relacionarlo con la definicion del limite de una funcién en un punto.

Figura 41. Aprehension operatoria por modificacion optica
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En un determinado momento al realizar varios tratamientos de modificacion Optica, esta escala
sera tan pequeia, tal como lo muestra la Figura 42, que se obtendra una mejor aproximacion y,
por medio de la aprehension perceptiva, se espera que el estudiante observe que mientras es mas
fina es la aproximacion el nimero 2, ya no pertenece al intervalo de las imagenes de los valores

cercanos al numero x = 3.5. Esto esta relacionado a la definicion de limite.
lim f(x) =1L
x—>3,5f( )
Si dado cualquier € > 0, no importa cuan pequeia sea, existe un § > 0 tal que
Si0<|x—35/<d entonces |[f(x)—L|<e

Esto sucede porque el valor del limite de la funcidn en ese punto esta disefiada algebraicamente

para que el valor de ese limite sea 2.0001.

Figura 42. Aprehension operatoria por modificacion optica

El estudiante podria explicar la relacion que guarda la pregunta con la definicidon de limite de una

funcion en un punto. Esto mostraria su aprehension discursiva del registro grafico.

Se pensé también que el estudiante puede presentar dificultades para responder esta pregunta, pues
podria no relacionarlo con la definicion de limite y diga, por su aprehension perceptiva, que ese
limite toma el valor de 2, punto que en muchas ocasiones se tiende a asumir que el valor del limite

en un punto siempre sera un valor entero.

Analisis de la respuesta del estudiante Julio a la pregunta 2b)

En la figura 43 se muestra el desarrollo de esta pregunta, captado por el programa Camtasia Sudio
8, el cual grabo que Julio movilizé el punto rojo a valores cercanos a x = 3.5 con el proposito de
observar los valores que toma la funcion en valores cercanos a x = 3.5, lo cual nos indica que el
estudiante realiz6 un tratamiento a la representacion grafica de la funcion f(x), puesto que €l esta

movilizando un punto por la representacion grafica de la funcion.
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Figura 43. Tratamiento de la representacion grafica de la funcion f(x).
El estudiante Julio busco explicar que lirgl5 f(x) no es 2. Para ello, vimos con el programa
x—3,

Camtasia Studio 8 que el estudiante realizé la grafica de la recta vertical x = 3.5, tal como lo
muestra la Figura 44. Este trazo realizado, mostraria que el estudiante efectu6 un tratamiento a la

representacion grafica de la funcion f(x). No estaba previsto que el estudiante realice este trazo.

Figura 44. Tratamiento de la representacion grafica de la funcion f(x).

Al ser consultado por la investigadora durante la resolucion de la pregunta, el estudiante Julio
manifesto a la investigadora que, realizo el trazo porque queria buscar la imagen de 3.5. Entonces,
con ello, se pudo inferir que el estudiante desarrollé una aprehension discursiva, ya que reconocid
la existencia del limite en una funcion con discontinuidad removible y que el valor de este limite

es f(3,5), por ello, con ese trazo, buscd encontrar el valor de la funcion en x = 3.5.
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Figura 45. Respuesta del estudiante Julio a la pregunta 2 b).

En la Figura 45 se puede apreciar la respuesta del estudiante Julio que la dio usando un registro de
lengua natural, en el cual concluydé que la funcion no estd definida en x = 2 (aprehension
perceptiva), pero que ello no influye en la existencia del limite, pues basta con que los limites
laterales sean iguales. Esto muestra su aprehension discursiva, ya que reconoce el teorema de
existencia del limite en un punto, pero con ello Julio no lleg6 a justificar que ese limite no es el

valor de 2.

Realizando una aprehension operatoria como en el analisis previo, el estudiante, pudo obtener
mejores aproximaciones que le hubieran permitido observar que en un momento dado, después de
realizar muchos tratamientos, el 2 no pertenece al intervalo de los valores de las imagenes de los
puntos cercanos a x = 3.5 y esto al relacionarlo con la definicion del limite le hubiera permitido

justificar que efectivamente el limite de la funcidon en x = 3.5 no era el valor de 2.

Analisis de la pregunta 2¢)

. - - 2 -
c) (Existe el x—l'lf-!nl]i , f(x)? Explique

Figura 46. Pregunta 2c) de la actividad.

Para contestar la pregunta 2 c) que se aprecia en el Figura 46, pensamos que el estudiante, mediante

su aprehension perceptiva, observard que no puede determinar lizrgl17 f(x), pues en la primera
X—

representacion grafica de la funcion f(x), que le muestra Geogebra, no es posible observar en el

eje X al nimero x = 2017, y que por ello necesita una escala de mayor dimension (ver Figura 32).

La necesidad de encontrar lizr(r)l17 f (x), se considera que hara que el estudiante modifique la escala
xX—

de los ejes coordenados a una mas grande, usando las herramientas alejar o desplazamiento de
Geogebra que le permita observar x = 2017, el estudiante estaria realizando una modificacion

optica que se puede apreciar en la Figura 47. Entonces este cambio de escala de acuerdo, a Duval,
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mostraria una aprehension operatoria, porque se esta modificando las dimensiones de los ejes
coordenados y, por lo tanto, se modifica la representacion grafica inicial de la funcion f(x), pero

se mantiene la forma y orientacion de esta representacion.

Este cambio de dimension en la escala y los demas tratamientos que realiz6 el estudiante se pudo

observar con el programa Camtasia Studio 8.

Figura 47. Modificacion optica de la funcion f(x).

En un determinado momento, luego de realizado los tratamientos al modificar la escala del eje X
hasta lograr observar el nimero 2016, pensamos que el estudiante, mediante su aprehension
perceptiva, podré apreciar que la funcidn solo esta definida hasta x = 2016, tal como lo muestra

la Figura 48.

Figura 48. Modificacion optica de la funcion f(x)
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Con ello, se espera que el estudiante manifieste en su respuesta que 1121%117 f(x) no existe, pues
X—

2017 € Domf esto dard cuenta de su aprehension discursiva, pues reconoce el dominio de la

funcion f(x).

Analisis de la respuesta del estudiante Julio a la pregunta 2¢

Figura 49. Aprehension operatoria de f (x).

En el desarrollo de esta pregunta observamos, mediante el programa Camtasia Studio 8, que el
estudiante us6 la herramienta desplazamiento vertical, tal como se muestra en la Figura 49, y con
ello modifica la escala del eje X, esto con el fin de observar x = 2017. Esto muestra su

aprehension operatoria, pues modificé la dimension de la gréfica inicial.

Figura 50. Respuesta del estudiante Julio para 2 c).

Una vez realizada la modificacion de la grafica, el estudiante Julio respondidé usando un registro

de lengua natural que, tal como muestra la Figura 50, # lizr(r)l16 f(x) pues la funcién solo esta
X

definida hasta el 2016. Esto evidencia que el estudiante realiz6 una aprehension perceptiva para
observar que la funcion solo estd definida hasta el valor de x = 2016; posteriormente identificd
implicitamente que 2017 € Domf lo cual mostr6 su aprehension discursiva, pues reconocio el

dominio de la funcion f(x). Luego sustentd que 2 lim f(x), esto evidenciaria una aprehension
x—2017

70



discursiva, pues el estudiante estaria usando el teorema de existencia del limite de una funcion en
un punto, dado que como la funcién solo esta definida hasta x = 2016, no existen los limites
laterales para el valor de x = 2017. Con ello podemos concluir que el estudiante Julio si articuld

las aprehensiones perceptiva, operatoria y discursiva para concluir que # lizr(r)l17 f(x).
X—

SEGUNDA PARTE

Pregunta 3

Esta pregunta tiene como objetivo que el estudiante movilice la nocion de limite de una funcion
en un punto, en el registro grafico, para tres situaciones especificas: El limite en una funcién
constante, el limite en una funcidén con discontinuidad removible, el limite en un extremo de la

funcion.

En este proceso se identificaran las aprehensiones perceptiva y discursiva que realice el

estudiante.

Figura 51. Pregunta 3 de la actividad.
En la Figura 51 se tiene la representacion grafica de la funcion f(x). En un inicio pensamos que

el estudiante relacionara que lim f(x) = 3 significa analizar los valores de a donde  f(a) = 3,
xX—a
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si se trata de una funcion continua o que lim f(x) = lim f(x) = 3 si es una funcién con
x-a~ x—a

discontinuidad removible. Este proceso mostraria que el estudiante ha desarrollado una
aprehension discursiva, pues esta usando el teorema de existencia del limite de una funcién en un

punto.

Luego se cree que, mediante su aprehension perceptiva, el estudiante identificard que f(x) esuna
funcién seccionada; posteriormente reconocera que Domf (x) = (—oo, —3] U [2, +o0) , tal como

se aprecia en la Figura 51, lo cual evidenciaria una aprehension discursiva.

Una vez identificado el Domf (x) se piensa que el estudiante, con su aprehension perceptiva, podra
observar que para a < —3, tiene una funcion constante; ello asociado al teorema de existencia del
limite de una funcioén en un punto para una funcion continua, hard que afirme que para a < —3,

lim f(x) = 3, lo que daria evidencia de que realiz6 una aprehension discursiva.
xX—a

Para el valor de a = —3, se espera que el estudiante reconozca que no existe el limite por tratarse
del extremo cerrado de una funcion, en el cual solo existe el limite lateral por la izquierda y se

tiene que lin% f(x) = 3. Si el estudiante logra evidenciar ello en su respuesta podemos afirmar
x—>—3"

que ha desarrollado una aprehension discursiva.

Al evidenciarse todo lo mencionado anteriormente podemos decir que, segun Duval (1994), el
estudiante articul6 las aprehensiones discursiva y perceptiva para movilizar la nocién de limite y

concluir en que valores de a existe lim f(x) = 3.
xX—a

Se piensa también que podria no tomar en cuenta esto y asumir que para a < —3, lim f(x) = 3,
xX—a

lo cual mostraria que el estudiante no logré desarrollar una aprehension discursiva, pues no

reconoce que 4 lim f (x). Al momento, se asumié que el estudiante identificard usando su
x——3

aprehension discursiva que para el valor a = 0, la funcién tiene una funcion con discontinuidad

removible, en donde se cumple que lir(§1+ fx) = li%l_ f(x)=3-13 lir‘% f(x). Al sustentarlo se
X— xX— X—

puede decir que uso el teorema de existencia del limite de una funcion en un punto y esto mostraria

que desarrollé una aprehension discursiva.

Analisis de la respuesta del estudiante Julio a la pregunta 3

En desarrollo de esta pregunta, Julio manifest6 a la investigadora en un inicio que, para encontrar

los valores de a que cumplan que lim f(x) = 3, solo debia fijarse en los valores de x donde
x—a

f(x) = 3. Esto mostraria, tal como se tuvo previsto, una aprehension discursiva, pues el estudiante

interpretd que lim f(x) = 3 significa analizar los valores de a donde f(a) = 3, si se tratara de
xX—a
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una funcion continua o que lim f(x) = lim f (x) =3 una funciéon con discontinuidad
x—->a~ x—-a

removible.

Figura 52. Respuesta del estudiante Julio a la pregunta 3.

En la Figura 52 podemos apreciar la respuesta que el estudiante Julio brindé usando un registro en

lengua natural.

En ella, el estudiante manifestd primero que para x € (—o, 3) tiene una funcioén constante cuyo

valor es 3 (aprehension perceptiva), entonces para €l, en este intervalo lim f(x) = 3, significa que
X—a

el estudiante reconocid que una funcidn constante es continua en todos los valores a del intervalo

(—o0,3) y cumple que lim f(x) = f(a) y por ello en ese intervalo cumple que lim f(x) = 3.
xX—a xX—a

Esto mostraria que el estudiante Julio desarrolld una aprehension discursiva, pues usé las
condiciones que cumple el teorema de una funcidon continua en un punto. Ademés de esta

afirmacion podemos concluir que Julio fue capaz de reconocer que para x = 3, el lirglJr f(x) no
X—

existe, lo que mostraria que uso el teorema de la existencia del limite de una funcion en un punto

y ello evidenciaria que desarroll6 una aprehension discursiva.

Posteriormente, el estudiante afirmoé que otro de los valores de a donde se cumple que

lim f(x) = 3,es x = 0, en el cual, seglin el estudiante, los limites laterales son iguales a 3 y por
xX—a

ello existe el limite de la funcion en este valor. Esto, segtin lo previsto, mostraria que el estudiante
realiz6 una aprehension discursiva, pues uso el teorema de existencia del limite de una funcion en

un punto.

Con lo manifestado a la investigadora y la respuesta brindada por el estudiante, se puede concluir

que ¢l articul6 la aprehension perceptiva de reconocer una funcidon constante en un intervalo con
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la aprehension discursiva, al asociar esto al teorema de continuidad en un punto. Del mismo modo,
en el valor de x =0, se evidencid6 que articula la aprehension perceptiva de reconocer
implicitamente que se trata de una funcion discontinua, pero logr6 sustentarlo usando el teorema

de existencia del limite de una funcién en un punto que el limite en este valor existe.

Pregunta 4

4. a) Realice un bosquejo de una funcién que cumpla las siguientes condiciones:

limzf(x) =—0ow y lin:}f{x) =1 con Domf =R — {3}
b) De la grafica que realizaste, modificala de tal forma que ]il]& f(x) NO exista.

Figura 53. Pregunta 4 de la actividad

Esta pregunta que se observa en le Figura 53, tiene como objetivo que el estudiante movilice la
nocioén de limite en un punto de una funcién real de variable real, dadas las condiciones que debe
cumplir la funcion f(x), el estudiante debe realizar una conversion del registro algebraico al

registro grafico.

Puesto que segun Duval (2012, traducciéon propia) “La coordinaciéon de muchos registros de

representacion semiotica es fundamental para una aprehension conceptual de objetos” (p. 270).

Analisis de la pregunta la pregunta 4 a)

_a) Realice un bosquejo de una funcién que cumpla las siguientes condiciones:

}ilpzf(x] = —w y E:]}f(;t] =1 con Demf =R — {3}
Figura 54. Pregunta 4 a) de la actividad
En la pregunta 4 a), que se aprecia en la Figura 54, se espera que el estudiante movilice la nocién
del limite de una funcién en un punto, para casos especificos como la existencia del limite en un
punto con discontinuidad removible y en un limite infinito, en el cual debe realizar una conversion

del registro algebraico al registro grafico.

En el inicio se asume que, por tratarse de una funcion real de variable real, el estudiante dibujara
un plano cartesiano, asi también se piensa que el estudiante analizara cada una de las condiciones

solicitadas en la pregunta, donde puede empezar por lin; f(x) =1, donde se espera que el
X—
estudiante asuma que si lirg f(x) = 1 entonces significa que lirgl+ flx) = lirgl_ f(x) =1, por lo
xX—> X— X—

tanto realizaria una conversion al registro grafico y presentar en su hoja de trabajo un bosquejo de

la grafica de una funcién continua en (3,2) o una funcion con discontinuidad removible en (3,2).
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Con ello, se puede asegurar que el estudiante uso el teorema de existencia del limite de una funcion
en un punto. Se cree que luego el estudiante debe considerar cudl de las graficas podria
corresponder a la funcién que cumpla con la condicion de Domf = R — {3}, ello haria que el
estudiante graficara una funcién donde Zf (3), donde se espera que el estudiante realice una grafica
con discontinuidad removible en (3,2), tal como muestra la Figura 53, donde se tiene un posible

bosquejo de la representacion grafica de la funcion f(x) .

Esta grafica evidenciaria que el estudiante reconocio6 el dominio de una funcion.

Figura 55. Posible grafica para la condicion lirrsl f(x)=1.
X—

Ahora, con la condicion lim2 f(x) = —oo, se espera que el estudiante llegue a la conclusion de
x—>—
que lirr%Jr f(x) = lin%+ f(x) = —oo, es decir que los limites laterales son iguales, pero lim2 f(x)
x—o— xX—=— xX—>—

no existe por no tratarse de un valor real.

Al realizar la conversion al registro grafico, debe llegar a una grafica donde en x = —2 la funcion
toma valores negativos demasiado grandes para valores cercanos a x = —2, tanto por la derecha
como por la izquierda, todo ello se vera evidenciado cuando el estudiante realice un bosquejo de
la representacion grafica de la funcion f(x), como por ejemplo la Figura 56, en el cual se tiene

una posible grafica de la condicion lim2 f(x) = —oo.
x——

Otra situacion que se puede presentar es que el estudiante relacione la otra condicion

lim2 f(x) = —oo con una asintota vertical en x = —2 y grafique una funcion con asintota, tal
xX—==

como lo visto en el Capitulo II (ver figura 10). Esto mostraria que el estudiante no llega a transitar

del registro algebraico al registro grafico, pues omite lo que representa lim2 f(x) =—oc0enel
x—-

registro grafico.
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Figura 56. Posible grafica para la condicion lim2 f(x) = —oco.
xX——
Al relacionar la condicion lim2 f(x) = —oo con el Domf = R — {3} se tendra la existencia de
x—-—

f(—2). Esto se evidenciaria cuando el estudiante realice la representacion grafica de la funcion
f(x) con la existencia del punto (—2, f (—2)). Con todas las condiciones, pensamos que un posible

bosquejo de la grafica de la funcion f(x) seria tal como se muestra en la Figura 57.

Figura 57. Posible bosquejo de la representacion grafica de la funcion f(x).

Si el estudiante logra realizar una la representacion grafica de la funcion f(x) similar a la Figura

57, podremos decir que el estudiante transito del registro algebraico al registro gréafico.
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Analisis de la respuesta del estudiante Julio a la pregunta 4 a)

Figura 58. Representacion grafica de la funcion f(x), realizada por el estudiante Julio.

En esta pregunta el estudiante Julio transit6 del registro algebraico al registro grafico, graficando

las condiciones lin% f(x) =1y Domf = R — {3} en un plano cartesiano, tal como lo muestra la
X—

Figura 58, en la representacion grafica de la funcion f(x) que realizo el estudiante se observa que
graficd una funcion con discontinuidad removible en x = 1. Esto muestra que uso el teorema de

existencia del limite de una funciéon en un punto en el cual se tiene ,}th flx) = ,}‘g‘- f(x) =1,
luego la representacion grafica que realizo el estudiante también evidencia que tomo en cuenta que
Domf = R — {3}.

Luego, para la condicion xlier f(x) = —oo en el registro algebraico, Julio realiz6 la conversion al
registro grafico y relaciona ,}L@z f(x) = —oo con la representacion grafica de la funcion con
tendencia hacia al menos infinito en el valor de x =. —2 solo por el extremo derecho, tal como lo

muestra la Figura 56. Esto, de acuerdo a lo previsto, indicaria que el estudiante relacion¢ el limite
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infinito de un punto con la existencia de una asintota vertical en x =.—2, lo cual el estudiante

manifestd como una leyenda en su grafica.

Esto evidenciaria que el estudiante no logré transitar del registro algebraico al registro grafico,

porque no interpretd correctamente lo que significa lim2 f(x) = —o0 en el registro grafico.
xX—>—

Asimismo el estudiante omitié6 que Domf = R — {3}, lo cual evidenciaria que no reconoci6 el

dominio de la funcién.

Finalmente, se puede concluir que el estudiante Julio no logro transitar entre el registro algebraico

y el registro grafico, al no interpretar de manera adecuada las condiciones lim2 f(x) =—o0y
xXx——
Domf = R — {3}.

Analisis de pregunta 4 b)

b) De la grafica que realizaste, modificala de tal forma que ]in‘} f(x) NO exasta.

Figura 59. Pregunta 4 b) de la actividad.

En la pregunta 4 b) que se aprecia en la Figura 59, se pide modificar la representacion grafica
realizada en la pregunta 4 a) agregandole a la funcion f(x) una condicion mas. En este proceso se
busca reconocer si el estudiante realiza un tratamiento adecuado a la representacion grafica que le

permita cumplir con la condicion solicitada.

Para contestar esta pregunta, pensamos que el estudiante analizard la nueva condicion que es que

lil‘% f(x) no exista, donde se espera que el estudiante use el teorema de existencia del limite de
xX—

una funcién en un punto y con ello llegara a la conclusidon de que para que no exista dicho limite

la funcién debe cumplir que li%l_ fx) # lirgl_ f(x)o3# lil(l)l_ f(x) oA lir(r)l+ f (x). Posteriormente
X— X X X

el estudiante debe decidir el tratamiento que realice de tal forma que cumpla que A lirr(l) f(x).
X—
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Analisis de la respuesta del estudiante Julio para la pregunta 4 b)

Figura 60. Representacion grafica de la funcion f(x), realizada por Julio.
En la Figura 60 se aprecia la representacion grafica de la funcion f(x) que el estudiante Julio
realizo. En esta representacion grafica, con la nueva condicion 2 }Ci_r:r(l) f(x), se puede observar que
el estudiante graficé una funcién discontinua en (0,0) donde se cumple que xllr;r)lJr f(x)=—c0y
xlirgl_ f(x) = 400, puesto que inicialmente esta funcion era continua en el punto (0,0). A la luz

de nuestro marco teorico, esto evidenciaria que el estudiante Julio realizé un tratamiento a la
representacion grafica de la funcion basdndose en su respuesta de la pregunta 4 a). Ademas esta

funcion tiene discontinuidad esencial infinita puesto que lir;r)l f(x) =—o0y lir(r)1+ f(x) =400
x—0~ x—
por lo tanto A lirr(l) f (x), por tanto podemos afirmar que en el tratamiento que realizo6 el estudiante,
x—

esta inmerso el teorema de existencia del limite de una funcion en un punto
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Figura 61. Modificacion optica de la representacion grafica de la funcion f(x), que realiza Julio.
Con el tratamiento a la representacion grafica de la funcion f(x) que realizo el estudiante Julio
para que la funcion f(x) cumpla la nueva condicion, como se aprecia en la Figura 61, concluimos
que ¢l realiz6 un tratamiento adecuado para esa condicion que le permitid transitar del registro

algebraico al registro grafico.

Concluido el analisis de cada uno de las preguntas de la actividad, en el siguiente apartado,

pasaremos a presentar los resultados obtenidos.
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CONSIDERACIONES FINALES

Nuestra investigacion tuvo como objetivo “Analizar la articulacion de las aprehensiones
perceptiva, operatoria y discursiva que los estudiantes de Ingenieria realizan cuando movilizan
la nocion del limite de una funcion, de variable real, en un punto”. En el marco de la Teoria de
Registros de Representacion Semiotica de Duval ( 1994), se define las aprehensiones en el registro
figural, entonces en base al trabajo realizado por Ingar (2014), el estudio de visualizacion de
valores maximos y minimos locales de funciones reales de dos variables reales, en el cual la autora
ejemplifico las aprehensiones en el registro grafico del paraboloide usando el software
Mathematica; y el trabajo de Pefialoza (2016) quien en su estudio sobre, el proceso de visualizacion
del paraboloide en estudiantes de Arquitectura mediado por el Geogebra, present6 ejemplos de las
aprehensiones en el registro grafico del paraboloide mediado por Geogebra 3D, pudimos
ejemplificar y describir estas aprehensiones en el registro grafico en funciones reales de variable
real. Posteriormente se logro analizar la articulacion de estas aprehensiones cuando los estudiantes

de Ingenieria de Seguridad y Salud en el Trabajo movilizaron la nocion del limite.

La pregunta uno, que se trabajé con apoyo del programa Geogebra, permitio6 identificar y analizar
como los estudiantes, al movilizar la nocion del limite, articulaban la aprehension perceptiva,
reconociendo si la funcion era una funcidén continua o no. Luego, con su aprehension discursiva al
usar el teorema de existencia del limite de una funcion en un punto o las condiciones de la
continuidad de una funcion en un punto, concluian si existia el limite de la funcién en todo su

dominio.

La pregunta dos, también trabajada con Geogebra, nos ayudod a identificar y analizar como los
estudiantes, al movilizar la nocion del limite, articulaban las aprehensiones perceptiva, discursiva
y operatoria, puesto que se pudo reconocer que los estudiantes, mediante su aprehension
perceptiva, establecieron implicitamente que la funcidn tenia discontinuidad removible y ello
articulado a la aprehension discursiva de usar el teorema de existencia del limite de una funcién
en un punto, llegaron a concluir que el limite en el valor solicitado existia. En la segunda parte de
este problema, se pudo concluir que los estudiantes articularon la aprehension perceptiva de
reconocer implicitamente que la funcion tenia una discontinuidad removible y la aprehension
discursiva al usar el teorema de existencia le limite de una funcién en un punto, pero no
desarrollaron la aprehension discursiva de usar la definicion del limite de una funcion en punto al
realizar una aprehension operatoria. En la tercera parte, los estudiantes si lograron articular la
aprehension operatoria con la aprehension perceptiva de la identificacion de un punto y la

aprehension discursiva al identificar el dominio de la funcion.

81



En la pregunta tres, que se realizo a lapiz y papel, del mismo modo se logré identificar y analizar
la articulacion de la aprehension perceptiva y discursiva, puesto que los estudiantes,
implicitamente mediante la aprehension perceptiva, reconocieron que la funcion era discontinua y
estaba definida por tramos y lo articularon a la aprehension discursiva, pues usaron el teorema de

existencia del limite de una funcioén en punto.

Finalmente, en la pregunta cuatro, que fue planteada para verificar el aprendizaje del estudiante al
enfrentarse ante un problema de cambio de registro usando la nocioén del limite de una funcion,
concluimos que los tres estudiantes no realizaron el cambio de registro adecuadamente, pues
confunde la definicién de un limite infinito con una asintota, pero si realizaron tratamientos

adecuados en el registro grafico cuando se le pidi6 modificar su representacion grafica.

En conclusion con los resultados obtenidos, en la parte experimental, podemos afirmar que se
logré cumplir el objetivo general; la actividad permitié identificar, describir y analizar las
aprehensiones perceptiva, discursiva y operatoria que el estudiante realizo al movilizar la nocion
del limite de una funcidn real de variable real. Asimismo, nos sirvié para poder analizar la
articulacion entre estas aprehensiones, cuando los estudiantes movilizaron la nocion del limite de
una funcion real de variable real, puesto que Duval ( 1994) define estas aprehensiones en el registro

figural.

Al lograr nuestro objetivo general, podemos aseverar que la pregunta de investigacion que nos
planteamos ;Como los estudiantes de Ingenieria articulan las aprehensiones perceptiva,
operatoria y discursiva cuando movilizan la nocion del limite de una funcion, de variable real, en
un punto?, se logré responder, dado que el andlisis mostro que cuando el estudiante movilizé
nociones relacionadas al limite de una funcién, como dominio de una funcion, funcién continua y
discontinua, definicion del limite de una funcién en un punto, teorema de la existencia de un limite,

entre otros, lograron desarrollar aprehensiones en cada pregunta de la actividad.

El uso del Geogebra, en la primera parte de la actividad, permitio a los estudiantes economizar al
realizar tratamientos en el registro grafico, mas aun la segunda pregunta brindé una manera
intuitiva de trabajar la nocion del limite en un punto de una funcion real de variable real, puesto
que el programa permitié manipular y realizar tratamientos en la representacion grafica de la
funcion. De acuerdo con Caglayan (2015), este enfoque dinamico resulta ser mas intuitivo y esta

basado en movimientos de un punto en la funcion

En nuestro trabajo, nos limitamos a trabajar con el limite en un punto de una funcién real de
variable real, donde identificamos, describimos y analizamos las aprehensiones perceptiva,

discursiva y operatoria.
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Para futuras investigaciones, se podria ampliar a trabajar con limites en el infinito, limite de

funciones trigonométricas o limites de funciones de varias variables.

Asimismo se puede trabajar otros temas que involucren el uso del registro grafico, donde para
otros objetos matematicos se puedan ejemplificar las aprehensiones en este registro. De igual

forma se podria trabajar en otras investigaciones con otros softwares matematicos.
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ANEXOS

ANEXO N°1

ACTIVIDAD

1. Abra el archivo P1, a continuacion responda los siguientes items:

a) (En qué funciones existe el limite en todo su dominio? Explique

b) ¢ Cual de las siguientes funciones F del Geogebra P1 cumple las siguientes condiciones para
b € Dom(F)? Explique
i. 4 ,}lel,!r F(x)

ii. 3 F(b)

2. Abra el archivo P2, a continuacion responda los siguientes items:

a) (Existe li13n5 f(x)? Justifique.
X—J.

b) Usando las herramientas del Geogebra, explique por qué el li13n5 f(x) NO es igual a 2
X3,
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o . 0 .
c) ¢Existe el xllzrgll : f(x)? Explique

3. (Para qué valores de a € Domf, se cumple lim f(x) = 3?
x—-a

Explique la eleccion de cada valor de “a”

4. a) Realice un bosquejo de una funcién que cumpla las siguientes condiciones:

xlilpzf(x) =—00 y Li_r)n;f(x) =1 con Domf =R — {3}
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b) De la grafica que realizaste, modificala de tal forma que lin(} f(x) NO exista.
X—
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ANEXO N“2

FICHA DE OBSERVACION

Describa las acciones de los estudiantes durante el desarrollo de la actividad.

Nombre del Estudiante:

Nombre del Estudiante:

Nombre del Estudiante:

Nombre del Estudiante:
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ANEXO N°3
DESARROLLO DE ACTIVIDAD
18-10-2017
FICHA DE RECOJO DE INFORMACION

Apellidos y Nombres:

Edad:

Carrera profesional:

Universidad donde realiza sus estudios:

Sexo: M

F

(Ha llevado el tema de
limite de funciones reales de

variable real?

(En qué ciclo estudia este

tema?

(Ha usado el software
Geogebra para el estudio de

este tema?
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ANEXO N° 4

MALLA CURRICULAR (ADAPTADO) DE LA E.A.P DE INGENIERIA DE
SEGURIDAD Y SALUD EN EL TRABAJO DE LA UNMSM

CICLO1 Calculo I
v
CICLOI Calculo IT
¥
CICLO I Caleulo T
L 4 - L J
CICLO TV Economia || Metedos Estadistica | | Mecanica
General Numeéricos Aplicada [~ de Fluidos
- ¥
CICLOV Prevencion v Control de Incendios v Explosiones
CICLO VI Investigacion v Estadistica de
> Accidentes Laborales
CICLO VII > Ingenieria Fcondmica Seguridad en Construccion
Civil
CICLO VIII | , Elaboracion v Evaluacion de Proyectos
CICLOIX Taller de Tesis I Planes v Programas de Seguridad
CICLOX v Ld ¥
Taller de Tesis II Fundamentos de Proteccién
Iuminacion Contra el Sonido




