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RESUMEN

Los engranajes han sido desde hace mucho tiempo uno de los elementos de
maquinas mas usados para la transmision de potencia mecanica en la industria.
Esto ha impulsado su estudio para optimizar su funcionamiento y poder calcular la
capacidad de carga de estos elementos de maquinas y asi evitar su falla o
desgaste prematuro. Una de las principales fallas que se presentan es estos
elementos es la picadura progresiva o pitting en el flanco de los dientes que tiene
como causa fundamental el excesivo esfuerzo de contacto entre los dientes
producido durante el engrane.

En la presente tesis se desarrolla el estudio del esfuerzo de contacto en los flancos
de los dientes de engranajes cilindricos de ejes paralelos (rectos y helicoidales) y
perfil de evolvente determinados a partir de dos metodologias distintas:

1) Mediante el método de los elementos finitos, donde se definié la geometria real
del diente con ecuaciones paramétricas para asi poder modelar los engranajes en
un software CAD y luego realizar la simulacion del engrane en un software CAE.

2) Mediante calculos analiticos segun las normas técnicas 1SO 6336, DIN 3990 y
AGMA2105-C95, donde se determind el esfuerzo de contacto actuante a partir de
las expresiones que proponen cada una de estas normas pero solo tomando en
cuenta los factores que hacen referencia a la geometria del diente y a las
caracteristicas de la transmisién y no a las que tienen que ver con otros parametros
que afectan el esfuerzo de contacto como las caracteristicas de montaje de los
engranajes y otros. Se realizaron calculos del esfuerzo de contacto sobre una
muestra de pares de engranajes con distintos parametros geométricos y de carga
para poder comparar los resultados de las dos metodologias de calculo, y se
encontré que los esfuerzos determinados a partir de las normas técnicas son de 2 a
5 veces mayores que los hallados por el método de los elementos finitos. Lo que
refleja a un sobredimensionamiento de los engranajes contra la falla por picadura
en el flanco del diente en los procedimientos de las normas técnicas.
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DESCRIPCION Y OBJETIVOS:

El calculo analitico de los engranajes cilindricos de perfil de evolvente ha sido
estandarizado por varias normas técnicas internacionales y nacionales debido a su gran
uso e importancia en la industria. Esta tesis busca estudiar el esfuerzo de contacto de
los engranajes cilindricos de ejes paralelos de perfil evolvente mediante el uso del
meétodo de los elementos finitos a fin de comparar los resultados obtenidos con los
esfuerzo de contacto hallados analiticamente siguiendo las distintas normas técnicas, y
ademas dar una herramienta adicional de célculo.

Objetivo general:

e Comparar los resultados del esfuerzo de contacto de los engranajes cilindricos
de ejes paralelos de perfil evolvente obtenidos mediante el uso del método de los
elementos finitos con los calculos analiticos para el esfuerzo de contacto que se
pueden encontrar en las diferentes normas técnicas internacionales.

Objetivos especificos:

¢ Determinar los factores que se refieren a la geometria del engranaje a partir de
las expresiones de calculo de las normas técnicas.

e Modelar mediante la implementacién de un algoritmo general en un software
CAD, la geometria del par de engranajes cilindricos de ejes paralelos de perfil
evolvente.

e Modelar, con la ayuda de un software de elementos finitos, las solicitaciones a los
que esta sometido el par de engranajes cilindricos.

e Realizar una comparacion entre los resultados obtenidos mediante la aplicacion
del método de elementos finitos y los obtenidos mediante los procedimientos
analiticos de las normas técnicas.
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INTRODUCCION

La transmisién de potencia mecanica por medio de engranajes ha sido y es una
practica muy usada e importante en la industria. Esta importancia ha generado su
estudio durante mucho tiempo habiendo libros, tesis de grado y postgrado
dedicados Uunicamente al estudio de los engranajes. Todos estos estudios y debido
a la importancia y uso de estos elementos de maquinas han llevado a instituciones
internacionales, como es el caso de DIN, ISO, AGMA, GOST, a normalizar los
engranajes, no solo desde el punto de vista geométrico sino también desde la

metodologia de calculo para determinar su capacidad de carga.

Inicialmente el problema de la capacidad de carga de los engranajes era enfocado
a evitar la rotura del pie del diente debido a la flexién, pero los estudios llevaron a
evitar también el “pitting” o picadura progresiva en los flancos de los dientes. Este
problema es causado por la excesiva fuerza presente entre los flancos de los
dientes en contacto durante la transmision de potencia. Actualmente determinar el
esfuerzo de contacto en los flancos es tan importante como determinar el esfuerzo

de flexion en el pie del diente.

En la revision de la bibliografia el tema de la resistencia a la picadura es enfocado
por el esfuerzo de contacto estudiado y resuelto inicialmente por Hertz. La totalidad
de la bibliografia revisada hace hincapié en que aunque el esfuerzo en el contacto

de los flancos de dos dientes que se encuentran engranando en la transmision de
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potencia por engranajes no corresponde al modelo que uso Hertz para resolver el
problema del esfuerzo de contacto es una muy buena aproximacion o punto partida
para el estudio del fendmeno de contacto en los engranajes. Cabe resaltar aun mas
que el modelo empleado por Hertz es mas aplicable a engranajes cilindricos de
dientes rectos ya que sus flancos pueden ser modelados como dos cilindros en
contacto, pero en el caso de dientes helicoidales este problema es mas complejo.
Por ello en las normas técnicas existen distintos factores que son utilizados para
afectar al esfuerzo que se calcula segun las expresiones tradicionales para los

esfuerzos de contacto.

Uno de los problemas mas resaltantes que se ha podido notar en la revision de la
bibliografia es la falta de informacion o determinacién de la posicion critica de
engrane para el esfuerzo de contacto, es por ello que en las normas técnicas se
introducen factores para tener en cuenta el numero de dientes que se encuentran

en contacto y poder asi dar una mejor aproximacion a la realidad.

El presente trabajo busca dar una solucién y ser una guia para poder encontrar de
manera mas precisa los esfuerzos de contacto que realmente se producen durante

la transmisién de potencia. Por ello el objetivo general de esta tesis es:

“Comparar los resultados del esfuerzo de contacto de los engranajes
cilindricos de ejes paralelos de perfil evolvente obtenidos mediante el uso del
meétodo de los elementos finitos con los célculos analiticos para el esfuerzo
de contacto que se pueden encontrar en las diferentes normas técnicas

internacionales.”

Y para cumplir con este objetivo principal o general se han trazado objetivos

especificos que ayudaran a su cumplimiento total, y son

1. Determinar los factores que se refieren a la geometria del engranaje a partir de

las expresiones de calculo de las normas técnicas.

Debido a que en la simulacién por elementos finitos solo se trabaja con un
modelo geométrico ideal, es decir sin errores de fabricacion o de montaje,
no se pueden comparar los factores de las normas técnicas que hacen
referencia a estos errores asi como tampoco los factores que hacen

referencia a la sobrecargas por factores dinamicos de la transmision vy
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también por el tipo de maquina conductora o conducida, etc. Por ello es
necesario determinar los factores que hacen referencia Unicamente a la
geometria de la transmisién, ya que estos si se podran comparar con los

resultados obtenidos por el método de los elementos finitos.

2. Modelar mediante la implementacién de un algoritmo general en un software
CAD, la geometria del par de engranajes cilindricos de ejes paralelos de perfil

evolvente.

Para estudiar correctamente el comportamiento de la transmisiéon por
engranajes cilindricos de ejes paralelos es necesario tener un modelo
geomeétrico adecuado, por ello se requiere de la obtencion de un
procedimiento para encontrar la geometria real de los dientes de los

engranajes.

3. Modelar, con la ayuda de un software de elementos finitos, las solicitaciones a

los que esta sometido el par de engranajes cilindricos.

A partir de un modelo geométrico correcto es posible obtener buenos
resultados en la simulacién por elementos finitos, pero para ello también es
indispensable definir correctamente las restricciones, cargas y contacto de
los engranajes por ello se requiere de un procedimiento a seguir en la

simulacion por elementos finitos

4. Realizar una comparacion entre los resultados obtenidos mediante la aplicacién
del método de elementos finitos y los obtenidos mediante los procedimientos

analiticos de las normas técnicas.

Finalmente luego de cumplir con los objetivos especificos anteriores es
posible comparar los resultados, pero para ello se debe de obtener un
procedimiento que tenga en cuenta solo los factores comparables, es decir

los factores geométricos.

El presente trabajo tiene como principal aporte la obtencién de las ecuaciones que
describen las curvas del perfil del diente de cualquier engranaje cilindrico de ejes
paralelos de perfil evolvente y dientes exteriores. Y teniendo también como aportes

importantes la estimacion del instante mas cargado del diente para el esfuerzo de
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contacto y el célculo de la longitud de la linea de engrane en el caso de haber

penetracion o socavado en el pie del diente.

Cabe senalar que queda pendiente para futuros trabajos el estudio del efecto de
cada parametro que define la geometria del diente sobre el esfuerzo de contacto
maximo que se produce en los flancos de los dientes. Con esto se puede encontrar
una tendencia comparando el esfuerzo de contacto obtenido por el método de los
elementos finitos y el esfuerzo hallado utilizando las normas técnicas, y hacer
graficos o nomogramas que puedan simplificar el calculo del esfuerzo de contacto
maximo y no tener que calcular tantos factores como lo proponen las normas

técnicas.
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CAPITULO 1
1. ESTUDIO DEL ESTADO DEL ARTE

1.1. Importanciay clasificacién de las transmisiones por engranajes

La transmision de potencia por engranajes es una practica muy importante, comudn
y utilizada en la industria en general, esto debido principalmente a su gran
confiabilidad, disposicion compacta, posibilidad de una relacién de transmisién muy
uniforme, capacidad de transmitir grandes potencias, distintas alternativas de
disposiciones de sus arboles de entrada y salida, entre otras caracteristicas

favorables.

La clasificacion de las transmisiones por engranajes se agrupan segun los

siguientes criterios:

- Ladisposicién de sus ejes:
- Ejes paralelos (Figura 1-1, Figura 1-2)
- Ejes que se cruzan (Figura 1-3)

- Ejes que no se cruzan (Figura 1-4)
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Figura 1-1: Engranajes cilindricos de dientes rectos y exteriores de ejes paralelos y

perfil evolvente

Figura 1-2: Engranajes cilindricos de dientes helicoidales y exteriores de ejes

paralelos y perfil evolvente
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Figura 1-4: Engranaje de Tornillo Sin Fin - Rueda
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- Suforma:
- Cilindricos (Figura 1-1, Figura 1-2, Figura 1-6)
- No cilindricos
- Conicos (Figura 1-3)
- Hiperbdlico
- Globico
- Eltipo de perfil de sus dientes:
- Evolvente (Figura 1-5)
- Cicloidal

- Novikov (Figura 1-6)

Figura 1-5: Diente de engranaje con perfil de evolvente
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Figura 1-6: Engranajes Noévikov (Litvin & Fuentes, 2004)
- La direccion del perfil del diente:
- Recto (Figura 1-1)
- Helicoidal (Figura 1-2)
- Espiroidal

En el presente trabajo solo se abordara y analizara el esfuerzo de contacto
producido en engranajes cilindricos de ejes paralelos de perfil evolvente de dientes

exteriores tanto rectos como helicoidales.

1.2. Fundamentos y generalidades de los engranajes cilindricos de ejes

paralelos y perfil evolvente

A continuacion se describen algunos de los fundamentos mas resaltantes de las

transmisiones por engranajes.
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1.2.1. Ley deengrane
La relacion de transmision u esta dada por la relacion de la velocidad angular o de
giro del engranaje 1 o pifion (,,n,) con la del engranaje 2 o rueda (@,,n,) como

se muestra en la ecuacion (1.1)

u=2_ M (1.1)
w, N,

El modelo cinematico de la transmision por engranajes cilindricos de ejes paralelos

es representado por dos ruedas de radios r,, y r,, que giran sin deslizar entre si

(ver Figura 1-7), por ello sus velocidades periféricas v, =@, -1, Y V,,, =@, - I,,, SON

w2

iguales (o, f,, =, T,

w w2

) de donde se obtiene que la relacion de transmision

también puede ser expresada en funcion de los radios r,,, y r,, como sigue
u=-2z (1.2)

Por otro lado, si se analiza las velocidades en un instante determinado del punto de
contacto de los flancos, de perfil arbitrario, de dos dientes de las ruedas que se
encuentran engranando (ver Figura 1-7) se puede descomponer la velocidad en la

direccion de la normal “n” (v,,,v,,) y tangente “t” (v,,,v,,) comun a los flancos. Por

nt?

condicion, para que los dientes se mantengan en contacto durante el engrane las

velocidades en la direccion normal deben de ser iguales (v,, =v,,), de la Figura 1-7

las velocidades en la direccion normal estan dadas por v, =, 1, Yy V,, =®, -T.,

de donde

2 = lup (1.3)

!/
n1 r.w1

c
I
I

Observando la Figura 1-7 las ecuaciones (1.2) y (1.3) no tendrian el mismo valor, lo
que significa que la relacion de transmision u no seria constante durante el
engrane de los flancos ocasionando fluctuaciones en las velocidades angulares de
las dos ruedas. Para que la relacién de transmision se mantenga constante de la
Figura 1-7 se ve que el punto C’ deberia de coincidir con C y para que esto ocurra

el perfil de los flancos deben de ser elegidos apropiadamente. De aqui se
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desprende la ley de engrane que sefiala para obtener una relacion de transmision

constante la recta normal a los flancos de los dientes en cualquier punto de
siempre en el punto C que divide la recta que

contacto interseca a la recta O,0,
une los centros de los engranajes en las distancias r,, y r,, que son inversamente

proporcionales a las velocidades angulares de giro o, y @, .

II 7
[ wl
| //
— | = _
[ 1K’ -
II I"u‘l _— —
| C I‘
L= °
Flancos de los dienfes ot —
\ ."
| \'\
t f ~
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02 = |
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Figura 1-7: Modelo cinematico de la transmisién por engranajes de ejes paralelos
1.2.2. Linea de engrane
Es el lugar geométrico que describen los puntos de contacto de los flancos durante

el engrane de un par de dientes desde su inicio hasta su fin.

La linea de engrane puede tener distintas formas dependiendo de la forma de los
flancos de los diente. En la Figura 1-8 se muestra la linea de engrane generada por

el perfil de evolvente que es una recta.
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Linea de
Engrane de
perfil de

evolvente

Figura 1-8: Linea de engrane de perfil de evolvente

1.2.3. El perfil de evolvente

La forma del perfil del diente mas usado en la industria y de la que se va a tratar en
el presente trabajo es el perfil de evolvente. Este perfil es el mas usado debido a
que presenta propiedades particulares y muy favorables frente a otros tipos de

perfiles, algunas de estas propiedades se mencionan a continuacion:

- lguales perfiles de los flacos para las dos ruedas, en general para cumplir la ley
de engrane se puede encontrar un perfil de flanco partiendo del perfil de su
pareja de engrane, es decir que las dos ruedas pueden tener diferentes perfiles
de flancos (perfil Novikov, cicloidal, etc.). En el caso del perfil de evolvente las
dos ruedas tienen el mismo tipo de perfil, es decir las dos son evolventes lo que
reduce la cantidad de herramientas para su fabricacion, y su herramienta de

corte es mas simple y por lo tanto de mayor facilidad de fabricacion.

- Lalinea de engrane generada por el perfil de evolvente es una recta y por ello a
su vez coincide en cualquier instante del engrane con la normal a los flancos en
el punto de contacto. Esto hace mas sencillo el analisis de la direccion de las
fuerzas actuantes sobre los dientes de los engranajes y a su vez genera que la
fuerza normal entre los dos dientes tenga siempre la misma magnitud (a
momento torsor transmitido constante) y direccién; por ello la carga sobre los
apoyos del arboles o ejes que soportan al engranaje sean, tedricamente,

constantes.
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- Se puede variar la distancia entre centros de las ruedas y se mantiene la
relacion de transmision.

1.3. Métodos de Fabricaciéon

Los métodos mas comunes y usados en la fabricacién de engranajes son:

- Fresado con fresa de forma: Este método es usado principalmente para la
produccion de engranajes a baja escala. En este método de fabricacion se
utiliza como herramienta de corte una fresa de forma que tiene el perfil del
espacio entre dos dientes del engranaje. Como el perfil del espacio entre dos
dientes del engrane depende del angulo de presion, médulo y del numero de
dientes, tedricamente se tendria que tener una herramienta de corte para cada
moédulo y numero de dientes determinado. En la practica se cuenta con una
serie de fresas para cada modulo y cada una de ellas esta disefiada para
trabajar en un rango de numero de dientes. Por estos motivos la fabricaciéon de
engranajes por fresado con fresa de forma no produce el perfil de evolvente en
los dientes sino una aproximacion a ellos. En el caso de la fabricacion de
engranajes helicoidales se debe de tener un especial cuidado ya que solo en el
plano normal se tendria el perfil correcto de los dientes si se eligié la

herramienta de corte con el numero virtual de dientes del engrane helicoidal.

La precision que se puede alcanzar este método de fabricacion puede llegar a
ser del mismo nivel que con otros métodos pero depende mucho del cabezal
divisor que se use, por ello este método no es usado para la fabricacion de

engranajes que requieran gran precision en el espaciado de los dientes.

- Generacion con fresa madre: Este método es uno de los mas usados tanto
para la produccién en masa como para la produccién a baja escala. La
herramienta de corte es un tornillo sin fin que gira de manera coordinada con la
pieza a trabajar como si estuviesen engranando y asi se genera el perfil en la

pieza.

Mediante este método se pueden producir engranajes cilindricos externos de

dientes rectos y helicoidales; mas no engranajes internos.
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La precisién alcanzada con este método de fabricacion es muy buena y solo se
necesita una herramienta de corte para la generacién del perfil del diente para
un médulo normal y angulo de presion sin importar el nimero de dientes del
engrane que se quiere fabricar o si se trata de un engranaje helicoidal. (Ver

Figura 1-9 y Figura 1-10)

CRRRRR Y,
.umm

Figura 1-9: Fresa madre (Litvin & Fuentes, 2004)

Avance de
la Hermramienta

Figura 1-10: Fabricacién de un engranaje cilindrico de dientes rectos mediante el

método de generacién de Fresa Madre (Litvin & Fuentes, 2004)

- Generacion por cuchilla-pifidn: Conocido también como método Fellows
debido a su creacién por la empresa americana Fellows. Es un método de
fabricacion de engranajes muy utilizado para la produccién en masa y a bajas
escalas y produce engranajes muy buena precision. En este método la
herramienta de corte es un pifidn que gira engranando con la pieza a trabajar

para generar el perfil del diente.
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Con este método se pueden fabricar engranajes internos como externos de
dientes rectos o helicoidales; pero para este ultimo el pifidn de corte también es
helicoidal y del mismo angulo de hélice que engranaje a fabricar, ademas de
que la maquina generadora debe de tener una guia helicoidal para darle a la

herramienta de corte un recorrido helicoidal y no recto.

Carrera de 'I:r" Camrera de
Retormao Corte
' %
:—‘{_:.:' :D:]l- Engranaje
'l i Generado
Cuchilla - Pifian 1 A o
T h _—|

Figura 1-11: Generacién de un engranaje de dientes rectos mediante el método de
generacion Cuchilla-Pifion (Litvin & Fuentes, 2004)

- Generacion por cuchilla-cremallera: Este método de fabricacion es muy
parecido en el proceso de corte al de generacion por cuchilla-pifion con la
diferencia que la herramienta de corte es una cremallera. La ventaja de este

método es la mayor facilidad de fabricacidn de la herramienta de corte.

Con este método se pueden fabricar engranajes cilindricos de dientes exteriores
rectos e helicoidales, mas no internos.
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Existen otros métodos de fabricacidon de engranajes, aunque aqui solo se

describieron de manera muy general algunos de los mas conocidos.

La diferencia entre los métodos de fabricacion es principalmente si son de
generacion del perfil o de reproduccion del perfil de la herramienta de corte. En los
métodos de reproduccion del perfil de la herramienta de corte el espacio entre dos
dientes es el perfil de la herramienta de corte; es decir el perfil de la herramienta
queda reproducido en el engranaje. Mientras que en los engranajes fabricados por
generacion el perfil de los dientes queda definido por la forma en cémo actua la
herramienta de corte sobre la pieza de trabajo; en estos métodos el perfil de la

herramienta de corte no corresponde con el del engrane fabricado.

En la fabricacion de engranajes se tiene una limitacion del numero de dientes
minimo que se puede fabricar; debido a que por debajo de este niumero de dientes
se produce la penetracién o socavado del diente. Este hecho es muy importante ya
que produce un debilitamiento en el pie del diente que es la zona que se encuentra

mas cargada a flexion.

1.4. Cremallera de referenciay el perfil de referencia

El perfil de referencia es una cremallera con dimensiones normalizadas del diente.
La cremallera de referencia es la herramienta de corte que serviria para obtener el
perfil de referencia. En la Figura 1-12 se muestran tanto el perfil de referencia como

la cremallera de referencia.

Las dimensiones del perfil de referencia han sido normalizadas por distintas normas
técnicas siendo algunas de las mas usadas la ISO 53 y la DIN 867. Las
herramientas de corte estandares se basan en los perfiles de referencia
normalizados por ello un engranaje cilindrico de perfil de evolvente fabricado bajo
un perfil de referencia determinado deberia de engranar perfectamente con el perfil

de referencia.
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Referencia Referencia el Perfil y la Cremallera

de Referencia

Figura 1-12: Perfil y Cremallera de referencia

Como se ve en la Figura 1-12 el perfil de referencia da las dimensiones del diente

en proporcién al médulo (m) y son:

- Angulo del perfil («)

- Altura de la cabeza del diente (ha) , factor de proporcién de la cabeza del diente
- Altura del pie del diente (hf ) , factor de proporcién de altura del pie del diente

- Holgura radial (cf ) , factor de proporcién de la holgura radial

- Redondeo del pie del diente (,of ) factor de proporcion del redondeo del pie del

diente

En la Tabla 1-1 se muestran algunos de los valores y combinaciones mas usadas

de las dimensiones del perfil de referencia en proporcién al médulo.
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Tabla 1-1: Valores caracteristicos de los valores mas usados para el perfil de

referencia
a[] h, C P
20 1 0.25 0.25
20 1 0.25 0.3
20 1 0.25 0.375
20 1 0.35 0.3
20 1.2 0.3 0.3
22.5 1 0.25 0.4
25 1 0.25 0.318

1.5. Engranajes corregidos

La correccidon de engranajes se genera al desplazar la herramienta de corte una

distancia A, del diametro primitivo del engranaje. Este desplazamiento es

caracterizado como una fraccion x del médulo del engranaje como se muestra en

la ecuacion (1.4)

A, =X-m (1.4)

La correccion de engranajes puede ser positiva (x +) 0 negativa (x —). Es decir, si

se desplaza la herramienta de corte alejandola del diametro primitivo del engranaje
se tendra una correccion positiva y si se acerca la herramienta hacia el centro del

engranaje la correccion sera negativa.

La correccion de engranajes da una mayor flexibilidad durante el disefo de
engranajes ya que se puede prevenir la penetracion o socavado en el pie del diente
durante la fabricacion de engranajes con un numero reducido de dientes, también
se puede mantener o variar la distancia entre centros de los engranajes segun se
elijan los factores de correccion de los engranajes y ademas se puede aumentar la

capacidad de carga de los engranajes con correcciones positivas.
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En la Figura 1-13 se aprecia la influencia de la correccion en el perfil del diente del

engranaje.
x =-05 x = -0.25 x=0 x = 0.25 x =05

Figura 1-13: Influencia de la correccién en el perfil del diente de un engranaje de

dientes rectos con Z=17

1.6. Expresiones para el célculo de los parametros geométricos y de la

transmisién de los engranajes objeto de estudio

A continuacién se presentan las expresiones de calculo para determinar la
geometria, datos de operacién y engrane de los engranajes cilindricos de ejes

paralelos de perfil evolvente y dientes exteriores, ya sean rectos o helicoidales.
- Z,,Z,: Numero de dientes del pifién y la rueda respectivamente

- m: Mddulo normal del engrane

- p: Angulo de la hélice en el diametro primitivo

- X, X,: Factor de correccion del pifion y la rueda respectivamente

- b: Ancho efectivo de engrane o ancho minimo de los dos engranajes (pifidn o

rueda)

- Diametro primitivo o de referencia

m-Z
d = ! 1.5
= o8 B (1.5)
m-Z,
= 1.6
> cosp (1)
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- Diametro de fondo
df1=d1+2-m-(x1—ha—cf) (1.7)
df2=d2+2-m-(x2—ha—cf) (1.8)

- Angulo del perfil de referencia en el plano transversal

a, =tan™ (:)rs];j (1.9)

- Diametro basico
d,, =d,-cosa, (1.10)
d,, =d,-cose, (1.11)

- Relacion de transmision (Ecuacion (1.1))

u= i—j (1.12)
- Correccion sumaria
Xy = X, + %, = inV(O‘ZVVf)t;rjzv(at)(z1 +2,) (1.13)
Donde la funcién “inv ” de un angulo esta dado por la siguiente expresion
inv(6)=tano -6 (1.14)
- Oy Angulo de presién operante en el diametro de paso
- Distancia entre centros operante
aW:m(Z1+ZZ)'cosoct (1.15)

2-cosf cosa,,
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- Diametro de paso

dm:ifﬁ (1.16)
d,,=2-a,—-d,, (1.17)
- Diametro de cresta o exterior
d,=2-a,-d,-2-c,-m (1.18)
d,=2-a,-d,-2-c,-m (1.19)

- Angulo de la hélice en el diametro basico
B, =tan™"(cos, - tan j3) (1.20)
- Relacion entre el angulo y paso de la hélice

7-d,

tan g = 5 (1.21)
hel1
tan g = ’;'dz (1.22)
hel2
- Coeficiente de recubrimiento transversal’
;(\/dmz W dm2 + \/daz2 N db22 ) -3, -sing,,
& = (1.23)

“ cosa,
m-z-
cos 3

' La ecuacion (1.23) es valida cuando ninguno de los dos engranajes (pifion o rueda) tienen
socavado en el pie del diente o en otras palabras el perfil de acuerdo de la base del pie del
diente no ha reducido el perfil de evolvente activo del diente. En general el coeficiente de
recubrimiento transversal es la relacién entre el arco de engrane o la longitud de la linea de
engrane con el paso circunferencial o el paso basico circunferencial respectivamente. En el

Anexo A.1 se comenta sobre el tema mostrando imagenes del problema.
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- Coeficiente de recubrimiento axial

_b-sing  b-tanjg

&p
m-z cosq,
m-rz-

(1.24)

cos f

- Coeficiente de recubrimiento total

£,=¢,té&, (1.25)

1.7. Célculo analitico de esfuerzo de contacto

El proceso de transmisiéon de potencia por engranajes esta dado por el engrane
entre los dientes del pifidn y la rueda. Por ello durante este proceso existen entre
los dientes una fuerza normal a los perfiles en el punto de contacto producida por el
empuje del diente perteneciente al engranaje conductor o motriz sobre el engranaje
conducido, y una fuerza de friccién entre los flancos debido a la friccién dinamica y
el deslizamiento relativo de los flancos, ambas fuerzas distribuidas a lo largo del

diente.

Este hecho ha provocado el estudio del esfuerzo de contacto en los engranajes ya
que una de las fallas que se pueden presentar en estos elementos de maquinas es
el deterioro del flanco del diente por picaduras o “pitting” que se presentan por el

exceso de carga sobre los flancos de los dientes.

El fundamento del calculo analitico del esfuerzo de contacto se basa en la
denominada “presion de Hertz” en honor al fisico aleman Heinrich Hertz que estudié
el fendmeno de los esfuerzos producidos entre dos esferas que se encuentran en
contacto bajo una fuerza aplicada. Posteriormente se generalizo y particularizo esta
teoria para otros casos como es el de dos cilindros de un largo determinado y que
se encuentran en contacto bajo una fuerza; en este caso es el que se basa la teoria
desarrollada para estudiar el esfuerzo de contacto en los flancos de los dientes en

la transmisién de potencia por engranajes.

Aunque el esfuerzo presente en los flancos de los dientes durante proceso de
engrane no es exactamente el esfuerzo contacto calculado por la teoria de Hertz ya
que la presencia de la fuerza de friccion en los flancos cambia los esfuerzos

principales en la zona de contacto, la bibliografia menciona que es una muy buena
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aproximacion y por ello el célculo analitico usa la formulacion de Hertz para calcular
el esfuerzo de contacto actuante en los flancos de los dientes tanto del pifion como

de la rueda.

1.7.1. Esfuerzo de contacto en dos cilindros segun Hertz
Dos cilindros, de radios p, y p,, que se encuentran en contacto sin la accion de

ninguna fuerza externa poseen una linea a todo su largo donde se encontraran en
contacto (ver Figura 1-14 izquierda). Si se aplica una fuerza externa F al conjunto
de los dos cilindros, como se ve en la Figura 1-14 derecha, el contacto de estos dos
elementos ya no sera en una linea a todo su largo sino los dos cilindros se
deformaran elasticamente alrededor de la linea de contacto original teniendo ahora
ya un area de contacto y no una linea. Esta area de contacto tiene la forma de un

rectangulo de ancho 2-a y longitud |, .

!

Figura 1-14: Cilindros en contacto bajo la accion de la fuerza F y distribucion de

a
(o]

presiones en la zona de contacto (Budynas & Nisbett, 2006)
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En la zona de contacto los esfuerzos o presiones de contacto se distribuyen de
manera eliptica? siendo el valor mas alto del esfuerzo de contacto el que se
encuentra en el eje de simetria como se ve en la Figura 1-14 derecha. A

continuacion se muestran las ecuaciones para calcular tanto el valor de a y del

esfuerzo de contacto maximo p,,., -

_ 2 _ 2
ac |[-F 1= Tmw ) ) (1.26)
-, E, E,

== (1.27)
T

pH max

Por lo tanto la presion o esfuerzo de contacto maximo sera:

_ 4R L (1.28)

pHmax _\/ﬂ-"c o) (1_V12)+(1—V22)

E, E,

Donde:

F : Es la fuerza normal entre la dos superficies de contacto

- |,: Longitud de contacto de la las dos superficies, en el caso del contacto de los
engranajes que se vera mas adelante la longitud de contacto (| ) debe de

sustituirse por la longitud de contacto sumaria (1, ), es decir la suma de todas la

longitudes de contacto de los dientes que se encuentran engranando.

- v,Vv,: Modulos de Poisson de los materiales de cada cilindro
- E,,E,: Mddulos de elasticidad o de Young de cada cilindro

- p:Radio reducido o equivalente dada por la siguiente expresién

2 La deduccion y explicacion sobre los esfuerzos de contacto se pueden encontrar de
manera muy detallada en (Boresi, Schmidt, & Sidebottom, 1993), (Budynas, 1998),
(Budynas & Nisbett, 2006), (Dobrovolski, 1980), (Timoshenko & Goodier, 1951).
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p=L1Pe (1.29)
Pt P2

1.7.2. Célculo segun DIN 3990 e ISO 6336

El calculo del esfuerzo de contacto segun la norma DIN 3990 e ISO 6336 son muy
similares. En ambas normas se distingue dos partes; la primera parte se evalua el
esfuerzo de contacto actuante en el flanco del diente y en la segunda parte se
evalua el valor del esfuerzo admisible segun el material del engranaje para
comparar los valores obtenidos en ambas partes y verificar el correcto

dimensionamiento del engranaje.
A continuacién se presentan las expresiones de calculo de estas normas.

- Calculo del esfuerzo de contacto actuante

- En el pindn

Our =Zg - 0 K Ky Ky Ky, (1.30)
- Enlarueda

Oup =Zp - O [Kn Ky Ky Ky, (1.31)
Donde:

- 0,,- Esfuerzo de contacto nominal en el punto de paso y se determina

segun la ecuacion (1.32)

R u+i (1.32)
d,-b u

Ono =2y - Ze 'Zs'zﬂ'

- Z,: Factor de contacto del pifidn
- Z,: Factor de contacto de la rueda

- K, : Factor de aplicacion de carga
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- K, : Factor dinamico

- K, Factor para el esfuerzo de contacto de la distribucién longitudinal

de la carga

- K, : Factor para el esfuerzo de contacto de la distribucion transversal

de la carga

: Factor de zona
- Z.: Factor de elasticidad
- Z_: Factor por coeficiente de recubrimiento para esfuerzo de contacto

: Factor por angulo de la hélice para esfuerzo de contacto

=

- Calculo del esfuerzo de contacto admisible

. Z
O'HP1,2=O-H|I2;1’¢'ZL'ZV'ZR'ZW'ZX (1.33)

Hmin

Onim12 - ESfuerzo de contacto limite

Z,. : Factor de durabilidad para esfuerzo de contacto

- S, . Factor de seguridad minimo para esfuerzo de contacto
- Z, : Factor de lubricante

- Z,: Factor de velocidad

- Z,: Factor de rugosidad

- Z, : Factor de endurecimiento en el trabajo

- Z,: Factor de tamario para esfuerzo de contacto

En las ecuaciones (1.30) y (1.31) F, en [N] es la fuerza tangencial nominal que se

calcula segun la expresion (1.34) donde:

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gg%\éel_r:g?m

C€L PERU

- T,, [Nm]: Es el torque en el piidn o la rueda

d,, [mm]: Es el diametro primitivo del pifion o la rueda segun las ecuaciones
(1.5) y (1.6) respectivamente.

|:=2000—'T1v2

1.34
t . (1.34)

1.7.3. Calculo segin ANSI/AGMA 2101-C95

Al igual que en las normas ISO y DIN descritas en el epigrafe anterior la norma
técnica ANSI/AGMA también distingue el céalculo del esfuerzo de contacto actuante
en el flanco del diente y el calculo del esfuerzo admisible. A continuacion se

presentan las expresiones que propone esta norma técnica.

- Calculo del esfuerzo de contacto actuante

Z
— 1.
z (1.39)

(e

Donde:

- o, Esfuerzo de contacto actuante segun la ecuacion (1.35)
- Z.: Coeficiente de elasticidad

- K, : Factor de sobrecarga

: Factor dinamico

- K : Factor de tamario

- K, : Factor de distribucion de carga

- Z,: Factor de condicion superficial para la resistencia contra la picadura

(pitting)

- Z;: Factor geométrico para la resistencia contra la picadura (pitting)

- Calculo del esfuerzo de contacto admisible
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G, <o ON Sw (1.36)

El lado derecho de la inecuacion (1.36) corresponde al esfuerzo de contacto

admisible, donde:

- o, Esfuerzo de contacto admisible nominal

- Z, : Factor de esfuerzo ciclico para esfuerzo de contacto

- Z, : Factor de relacion de durezas para el esfuerzo de contacto
- S, : Factor de seguridad para esfuerzo de contacto

- Y,: Factor de temperatura

- Y, : Factor de confiabilidad estadistica

En la ecuaciéon (1.35) F, en [N] es la fuerza tangencial que se calcula segun la

expresion (1.37) sobre el diametro de paso d,, donde:
- T, [Nm]: Es el torque en el pifion
d,, [mm]: Es el diametro de paso del pifion segun la ecuacion (1.6).

- _2000-T,

= (1.37)

w1

1.8. Factores dependientes de la geometria y del material en el calculo del

esfuerzo de contacto actuante segln las normas técnicas descritas

En la seccion anterior se presentd las expresiones de calculo propuestas por las
normas DIN, ISO y ANSI/AGMA para el calculo del esfuerzo de contacto actuante y
admisible sobre los flancos de los dientes del engranaje. Como se puede notar en
las expresiones (1.30), (1.31), (1.32), (1.33) y (1.35) se tienen varios factores que
dependen de la geometria del perfil del diente, de las propiedades de los materiales
del pindn y la rueda, de las caracteristicas dinamicas de la transmision, de los
errores y tolerancias en la fabricacién, de la lubricacion, de la posicidén del

engranaje respecto del arbol que lo soporta, etc.
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En la presente tesis se determinara el esfuerzo de contacto actuante en los dientes
de un par de engranajes por el método de los elementos finitos. Por ello, para
validar los resultados obtenidos se compararan estos con los valores calculados de
manera analitica de los esfuerzos de contacto actuante segun las normas técnicas
antes descritas. Para comparar ambos resultados de manera coherente solo se
tomaran en cuenta los factores que dependan de la geometria del perfil del diente
del engranaje como de la trayectoria que este recorra a lo ancho del engranaje
(dientes rectos o helicoidales), mas no se tendran en cuenta los demas factores que
no se refieren a la geometria del diente en las expresiones de calculo analiticas

debido a los siguientes motivos:

- El modelo geométrico utilizado para la simulacion por el método de los
elementos finitos tiene los dientes del engranaje con el perfil ideal (sin errores

de fabricacion ni de montaje).

- Se analizan solo algunos dientes de ambos engranajes mas no el montaje de la
transmisién completa, no se simula la posicién de los engranajes sobre sus

respectivos arboles.
- No se tiene en cuenta la lubricacién, etc.

Otro factor que se tendra en cuenta es el que depende del modulo de elasticidad o
de Young y del médulo de Poisson tanto del pifion y la rueda ya que como se ve en
la ecuacioén (1.28) el esfuerzo de contacto ademas de depender de la geometria y
carga de los dos elementos en contacto también depende de las propiedades de los

materiales debido a la deformacion elastica en el contacto.

A continuacion se mencionan y describen brevemente los factores de las
expresiones de célculo analitico segun las nomas técnicas que se tendran en

cuenta para la comparacion del esfuerzo de contacto actuante:

1.8.1. Factores geométricos y del material segun las normas técnicas DIN
3990 e ISO 6336.

- Z,: Factor de zona

El factor de zona toma en cuenta los radios de curvatura del perfil de evolvente

cuando el punto de contacto coincide con el punto de paso y ademas convierte
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la fuerza tangencial nominal F, en la fuerza normal en el cilindro de paso (de
diametros d,, o d,,). Este factor se puede calcular mediante graficos o por la

ecuacion (1.38)

z, :\/2'°°fﬂb"‘j°wm (1.38)
cos® ¢, -sina,,

Z, : Factor de contacto del pifion

Este factor convierte el esfuerzo de contacto en el punto de paso al esfuerzo de
contacto en el punto de inicio de contacto de un par dientes (Figura 1-15).

Siempre y cuando este factor sea mayor que 1. Sino el factor toma el valor de 1.

Figura 1-15: Inicio de contacto de un par de dientes — Punto B

Z, : Factor de contacto de la rueda

El factor Z, convierte el esfuerzo de contacto en el punto de paso al esfuerzo

de contacto en el punto de fin de contacto de un par de dientes (Figura 1-16).
Este factor por lo general resulta menor que 1 asi que solo se tomara el valor

calculado cuando sea mayor que 1 en caso contrario se toma como 1.

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




e PONTIFICIA
TESIS PUCP gg%\éel_r:g?m

VL PERU

Figura 1-16: Fin de contacto de un par de dientes — Punto D

- Z.: Factor de elasticidad

Este factor toma en cuenta el médulo de elasticidad o de Young y el médulo de
Poisson de los materiales del piidn y la rueda. Y se calcula por la ecuacion
(1.39).

1

7 - |
\/”.(1—V12+1—V2"J
E S e

- Z,_: Factor por coeficiente de recubrimiento para esfuerzo de contacto

(1.39)

Este factor toma en cuenta el coeficiente de recubrimiento transversal ¢,, es

decir la cantidad de pares de dientes que engranan. Este factor también se

puede calcular por graficos o por las ecuaciones (1.40), (1.41) o (1.42).

Engranajes rectos:

Z = a (1.40)

Engranajes helicoidales:

Si gﬂ<1:
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y :\/4‘ga-(1—gﬁ)+g—ﬁ (1.41)
Si 5ﬂ21:

1
Z = |— (1.42)

- Z,: Factor por angulo de la hélice para esfuerzo de contacto

Este factor toma en cuenta el angulo de la hélice g en el esfuerzo de contacto

actuante. Este factor no tiene un sustento tedrico sino experimental y se obtiene

por graficos o también por la ecuacion (1.43).
Z, =.,/cos 3 (1.43)

1.8.2. Factores geométricos y del material segun la norma ANSI/AGMA 2101-
C95

- Z_: Factor de elasticidad

Este factor es el mismo que en caso de las normas DIN e ISO antes descritas,

se calcula segun la misma ecuacion (1.39)
- Z,: Factor geométrico para la resistencia contra la picadura (pitting)

Este factor toma en cuenta el radio de curvatura de los flancos durante el
engrane para determinar el esfuerzo de contacto. Se determina segun la

ecuacion (1.44)

_cosq,, -sing,, U
2-my u+1

Z (1.44)

Donde u es la relacion de transmision segun la ecuacion (1.12) y el valor de
m, se determina segun las expresiones (1.45) o (1.46).

Engranajes rectos:

-1 (1.45)
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Engranajes helicoidales:

my=—— 1.46
N 095, (1.46)
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CAPITULO 2

2. MODELACION GEOMETRICA DE LOS ENGRANAJES CILINDRICOS DE
EJES PARALELOS DE PERFIL EVOLVENTE

2.1. Introduccidn

En el analisis por el método de los elementos finitos que se realizara mas adelante
en el presente trabajo es muy importante tener un modelo geométrico correcto para
poder obtener resultados que se puedan contrastar con los calculos analiticos de

las normas técnicas descritos en el capitulo anterior.

Por ello en este capitulo se abordaran los temas de las curvas presentes en el perfil
del diente y de las ecuaciones que las describen para asi con la ayuda de un
software CAD poder generar el perfil del diente y luego analizarlo en un software de

elementos finitos.

2.2. Curvas presentes en el perfil del diente

En la Figura 2-1 se muestra el perfil de un diente de engranaje y se puede apreciar
claramente que este esta compuesto por dos curvas distintas. La curva superior es
la curva evolvente y la curva inferior la llamaremos en el presente trabajo como la

curva de perfil de acuerdo de la base del diente®.

3 Algunos autores llaman a esta curva “Trocoide” (Dudley, 1973)
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La curva evolvente es la unica que durante el engrane se encuentra en contacto
con su perfil conjugado (que como se menciond en el epigrafe 1.2.3 es también una
curva de evolvente) del otro engranaje. Durante la fabricacién del engranaje
mediante los métodos de generacién por fresa madre o por cuchilla-cremallera, la
curva evolvente es generada por la parte recta del perfil de la herramienta de corte

o también por la parte recta de la cremallera de referencia.

La curva de perfil de acuerdo del pie del diente es generada por el redondeo de la
punta de la herramienta de corte tanto en el método de fabricacién por generacion
cuchilla-cremallera o por fresa madre, o también por el redondeo de la punta de la

cremallera de referencia.

| Y

Curva de Evolvente

Curva de perfil /
de acuerdo de la
base del diente

\

- X

Figura 2-1: Curvas presentes en el perfil del diente
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2.3. Ecuaciones que describen las curvas del perfil del diente*

A continuacion se detallaran las ecuaciones que describen el perfil del diente de un
engranaje cilindrico de ejes paralelos de perfil de evolvente, fabricado mediante los

métodos de generacion de cuchilla-cremallera o fresa madre.

Las siguientes ecuaciones describiran el perfil del diente como se ve en la Figura
2-1, es decir que el eje de simetria del diente coincidira con la ordenada del sistema

de coordenadas XY mostrado, y el origen es el centro del pifién o la rueda.

2.3.1. Ecuacion de la Evolvente

La curva de evolvente es explicada, en casi la totalidad de la bibliografia, como la
curva que describe el punto extremo de una cuerda que se encuentra enrollada en

un cilindro, llamado cilindro basico, de diametro d,, llamado también diametro

basico, y que se va desenrollando manteniéndola tensa en todo momento, en otras

palabras siempre es tangente al cilindro basico de diametro d, .

Punfo extremo de la cuerda

A\ Ve

OF

L .~ Ue

Figura 2-2: Cuerda desenrollada sobre cilindro basico

* En esta seccion seran descritas las ecuaciones de las curvas que forman el perfil del
diente de un engranaje. Por ello cuando se hace referencia al diametro basico (d, ),
diametro primitivo o de referencia (d ), factor de correccién (X ), didmetro externo (d, )y

diametro de fondo (d, ) es de manera general, es decir que es aplicable tanto al pifidn como

a la rueda, solo se debe tener presente el correcto reemplazo de los valores en las

ecuaciones que se describen en las siguientes paginas.
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Si como se ve en la Figura 2-2 el extremo de la cuerda antes de empezar a
desenrollarse se encuentra en la interseccién del circulo basico con el eje

coordenado V, y luego se desenrolla hasta la recta que une el punto de tangencia y
el centro circulo basico se encuentre a un angulo 6, del eje coordenado V,, las

coordenadas del punto extremo de la cuerda estaran dadas por las ecuaciones

(2.1) y (2.2) donde 6, es un parametro que a su vez, desde otra perspectiva,
representa el giro del cilindro basico de diametro d, . Las ecuaciones mencionadas

son las ecuaciones paramétricas de la curva evolvente. (Ver Figura 2-3)

Ue(ae)zé-(—db-sinee+db-96-cosee) (2.1)
V, (6?9)=%-(db -cos, +d, -6, -sing,) (2.2)
Evolvente generada i Ve

por extremo de la cuerda -

Figura 2-3: Generacién de la evolvente

Como se ve en la Figura 2-4, para hacer coincidir el eje de simetria del diente con el
eje vertical del engranaje para la curva evolvente se debe de posicionar los ejes

coordenados U, y V, girados un angulo y, en sentido horario con respecto de los

ejes x ey.
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Figura 2-4: Relacion entre ejes coordenados U, y V, con los ejes x e y
Donde el angulo y, esta dado por la ecuacion (2.3)

&,

N (2.3)

Ve =

Donde el arco e, es el espesor del diente en el diametro basico segun la ecuacion

(2.4)

e, =d, -(%an(at )] (2.4)
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Y e es el espesor del diente en el diametro primitivo segun la ecuacion (2.5)

e =

Cosﬂ-(ﬁ+2-x-tana) (2.5)

Por lo tanto las ecuaciones (2.6) y (2.7) describen la curva evolvente en las
coordenadas x e y .

_ cosy, siny,

X, (6,) > -(—d, -sin6, +d, -6, -cos 6, ) +

-(d, -cosd, +d, -6, -sin6,) (2.6)

Y. (6.)= sir;;/e -(d, -sind, —d, -6, -cos&e)+%-(db -cos 6, +d, -6, -sing,) (2.7)

2.3.2. Ecuacién de la Evolvente Alargada

Direccion de avance de la cremallera
Orxd /2

B E—

| Vea Linea de paso

—
—_—

= - Uea

\ _

Figura 2-5: Modelo de engrane cremallera-engranaje

En los métodos de fabricacidn por generacion el engranaje va siendo cortado como
si estuviera engranando con otro engranaje o cremallera. En la Figura 2-5 se
muestra el modelo de engrane de un engranaje con una cremallera, este modelo
consta de un plano (en la Figura 2-5 vista como la linea de paso) que se mueve en

una trayectoria rectilinea haciendo girar al cilindro sin deslizar. (En la Figura 2-5
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visto como un circulo con un diametro igual al diametro primitivo o de referencia d

del engranaje)

‘Vea

Oy
‘\/i
d
e ~_ ,/7
Or
——— \\‘\
- Uea

Figura 2-6: Posicion del punto A con respecto alos ejes U, y V,_,

Si, como en la Figura 2-5, se toma un punto cualquiera A a una distancia s por
debajo del punto C, que es el punto de paso o punto de tangencia entre el circulo

primitivo o de referencia de diametro d y la linea de paso. Luego se desplaza la

cremallera una distancia 6, % haciendo girar al cilindro un angulo ¢, . Con este

movimiento los ejes coordenados U, y V., de la Figura 2-5 se encuentran girados

un angulo 6, con respecto de su posicion original, entonces para que se

encuentren nuevamente en su posicién original se gira el conjunto cremallera y
engranaje el mismo angulo pero en sentido contrario. En esta nueva posicién, como
se muestra en la Figura 2-6, la recta que une el punto de paso con el centro del

circulo se encontrara también a un angulo 6, respecto del eje coordenado V., . Si

se toma el angulo 6, como un parametro que a su vez representa el angulo que

gira el engranaje durante el corte o engrane con la cremallera las ecuaciones
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paramétricas de las coordenadas del punto A para cualquier valor del parametro
estaran descritas por las ecuaciones (2.8) y (2.9). La curva que describe estas

ecuaciones paramétricas es llamada evolvente alargada. (Ver Figura 2-7)

Uea(af)z[%—sj-sinaf —%-Hf-cosﬁf (2.8)
Vea(@f):(%—sj-cos@f +%-9f-sin9f (2.9)
Evolvente alargada A Vea

generada por el punto A

AV

- Uea

Figura 2-7: Curva evolvente alargada generada por el punto A

2.3.3. Ecuacion del perfil de acuerdo de la base del diente

Como se menciond en el inicio del epigrafe 2.2 el perfil de acuerdo de la base del
diente es generado por el redondeo de la punta de la herramienta de corte, por ello
a continuacion se analizara tanto el redondeo de la punta de la herramienta de corte

como la ecuacién que describe la curva generada por esta.
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Sentido de avance de la cremallera o herramienta de cortfe

\

u‘;
i)
% Plano Normal
Vo

L@

o
Plano Transversal %
¥

Figura 2-8: Generacién de un engranaje helicoidal

En la Figura 2-8 se muestra la generacién de un engranaje helicoidal por el método
cuchilla-cremallera, la vista A— A muestra el perfil de la herramienta de corte que
coincide con la cremallera de referencia afectada solo por el médulo como un factor
de escala y la vista B —B es el perfil de la herramienta de corte que genera el perfil
del diente durante el corte. Es decir, la vista B—B de la Figura 2-8 es una
proyeccion sobre el plano transversal® del engranaje del perfil de la cremallera de

referencia.

°El plano transversal es aquel que es perpendicular al eje del engranaje. Y el plano normal
del engranaje es el que coincide con el plano transversal de la herramienta de corte (método
de generacion por cuchilla cremallera), es decir estéa inclinado respecto del plano transversal

el angulo S de la hélice del diente.
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El perfil del diente del engranaje generado depende del perfil de la cremallera en el
plano transversal, por ello a continuacion se listan los valores del perfil de la
cremallera en el plano transversal en relacion con los valores de la cremallera de

referencia (ver Figura 2-9).

/
r
/
v
/
J
/[ O
F""\-‘_

|

pt=(m-7)/cospP

Figura 2-9: Cremallera proyectada sobre el plano transversal del engranaje
- Angulo del perfil (¢, ) segun la ecuacion (1.9)
- Paso transversal (Ecuacién (2.10))

_r-m
cos f

P, (2.10)

- La proyeccion del redondeo de la punta de la cremallera de referencia sobre el

plano transversal del engranaje es una elipse de semiejes a, y b, segun las

relaciones (2.11) y (2.12) respectivamente

Pt
a=m-—— 2.11
? cos f3 ( )
b,=m-p, (2.12)
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Figura 2-10: Arco de elipse de la punta de la cremallera o herramienta en la

proyeccién sobre el plano transversal

Tomando el centro de la elipse de la proyeccion del redondeo de punta de la
herramienta de corte sobre el plano transversal como el origen del sistema de

coordenadas u, y vV, como se muestra en la Figura 2-10 el arco de elipse de la

punta de la herramienta puede ser descrito por la ecuacion (2.13)

cos f

v, =cosﬂ-\/(Mj —u,? (2.13)

Y tiene como limites fisicos para el angulo v, :

tan” (tana-cos B) < y, < (2.14)

z
2
El lugar geométrico del centro del arco de elipse es una evolvente alargada y por
ello estara dado por las ecuaciones (2.8) y (2.9), donde el valor de s se obtiene a

partir de la Figura 2-11, como se indica en la expresion (2.15).
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Linea de referencia | c
de la cremallera

. 5
Q- ~
E =
=
- X
Figura 2-11: Posicién genérica de la cremallera respecto del diente
s=m-(h, +¢, - p, —X) (2.15)

La curva generada por el redondeo o el arco de elipse de la punta de la herramienta
en el plano transversal del engranaje se obtiene encontrando en cada instante el
punto de la elipse donde la tangente a esta es paralela a la tangente de la evolvente
alargada descrita por el centro de la elipse. Para obtener esto basta trazar, para
cada instante, una recta paralela a la tangente de la evolvente alargada descrita por
el centro del arco de elipse y que a su vez también sea tangente al arco de elipse o
redondeo de la punta de la herramienta. En la Figura 2-12 se muestra este
procedimiento, y matematicamente se puede expresar mediante las siguientes

ecuaciones

- Pendiente de la recta tangente a la curva generada por el centro del arco de

elipse o redondeo de la punta de la herramienta de corte
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av; . d
t Ldv, dg s-sing, +§-6?f -CoSs 6, )16
Ng=4u, ~du, d (2.16)
f L —s.cosf +—-6 -sing,
dg, 2

- Pendiente de la tangente del arco de elipse o redondeo de la punta de la

herramienta de corte con respecto al sistema de coordenadas u, y v,

tany = Ne ____Us"COSS (2.17)

duel m.pf 2_u 2
cos 8 o

Despejando u,

tan A M
u, = cos p (2.18)
Jcos® B +tan’ A
- Dela Figura 2-12
A=¢+0 (2.19)

Reemplazando el angulo ¢ de la ecuacion (2.16) en la ecuacion (2.19) y luego
reemplazando la ecuacion (2.19) en la ecuacion (2.18) el valor de u, es solo
funcion del parametro 6, . Esta es la coordenada u,, del punto buscado de la elipse

al centro de la misma.

- Distancia del punto buscado de la elipse al centro de esta

R, =u,” +V,° (2.20)

- Angulo y, del punto buscado

Ve = (2.21)

tan™ (V—E'J
ueI

- Posicion relativa del punto buscado de la elipse con respecto a su centro
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U, =R, -cos(z+y, —6) (2.22)

rel
VreI = Rel 'Sin(”"'l//el _Hf) (223)

Por lo tanto el lugar geométrico del perfil de acuerdo de la base del diente estara
dado por las ecuaciones (2.24) y (2.25)

Uf (af ) :Uea (af ) +Urel (gf) (224)
Vf (gf ) :Vea (gf ) +Vrel (gf) (225)
Cremallera
: i
‘ Evolvente alargada descrifa
Tangente a por el centro del arco de
la evolvente alargada elipse o redondeo

~ # |
AR

Tangente a la elipse y paralela
a la tangente de la evolvente alargada

Urel

Figura 2-12: Procedimiento para determinar la curva del perfil de acuerdo de la base

del diente.

Al igual que el caso de la curva de evolvente, para graficar la curva del perfil de
acuerdo de la base del diente como se muestra en la Figura 2-1 se debe de

posicionar los ejes U, y V, desfasados un angulo y, delos ejes x e y .

Para determinar este angulo y, en la Figura 2-13 izquierda se muestran la

cremallera y el engranaje con sus sentidos de avance y giro respectivamente. Para

que la curva de acuerdo de la base del pie del diente empiece a ser generada por la
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punta de la cremallera los puntos A y A’ que se muestran deberan coincidir, y para
que esto ocurra la cremallera debera de realizar un avance longitudinal L quedando

la cremallera y el engranaje como se muestra en la Figura 2-13 derecha. Por lo

tanto para determinar el angulo y, bastara dividir L entre d2, que expresado en

funcién de los parametros geométricos de la cremallera y engranaje este angulo

puede ser calculado como sigue:

m_. z+(h +C +p, -Sina— p;)-tana + p, -cosa
_cosp |4 *°

f d

(2.26)

y Vs

Avance de la

cremallera T
o remallera /

Giro del
engranaje

*
4[}1‘

Figura 2-13: Relacion entre ejes coordenados U, y V, con los ejes x e y

L =X

Por lo tanto las ecuaciones paramétricas del perfil de acuerdo de la base del diente

en las coordenadas x e y son
X (6,)=U, (6,)-cosy, +V,(6)-siny, (2.27)

Yi (@)Z_Uf (Hf)'SirU/f +V (Hf)-COS]/f (2.28)
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2.4. Punto de interseccién de la Evolvente y el perfil de acuerdo de la base del

diente y valores limites de los parametros

Punto de interseccion
de las curvas

Figura 2-14: Punto de interseccion de las curvas

Las curvas descritas por las ecuaciones (2.6), (2.7), (2.27) y (2.28) que describen el
perfil del diente del engranaje se intersecan en un punto como se ve en la Figura
2-14 que determina el fin del perfil de acuerdo de la base del pie del diente y el
inicio de la curva evolvente en el perfil del diente. Como el punto de interseccion es

unico, los parametros 6, y 6, en el punto de interseccion de cada una de las curvas

también deberan de ser Unicos. Si lamamos al parametro de la curva evolvente en

el punto de interseccion 6, .,y 6 ,, al parametro de la curva del perfil de acuerdo

de la base del diente en el punto de interseccién. Estos deberan de satisfacer las
ecuaciones (2.29) y (2.30) que resultan de igualar las ecuacion (2.6) con la (2.27) y
la ecuaciéon (2.7) con la (2.28) evaluadas en los parametros del punto de

interseccion.
Xe (6t ) =% (6 _it) (2.29)
Ye (ee_int) =Y (Hf_int) (2.30)

El valor minimo del parametro 6, es cero ya que en este valor coincidira con el

diametro de fondo d, del engranaje. En cuanto el valor maximo del parametro 6,
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llamado aqui 4 se determina encontrando o despejando el parametro de la

e_max
ecuacion (2.31), que representa la interseccion de la curva evolvente con circulo

externo del engranaje de diametro d. .

\/ [Xe (6_max )T + [ye (6, max )]2 :% (2.31)

Por lo tanto los valores que puede tomar los parametros 6, y 6, son

Como se puede notar en las ecuaciones (2.29) y (2.30), no es factible despejar
manualmente y encontrar los valores de los parametros del punto de interseccion
de las ecuaciones del perfil del diente. Por ello es necesario el uso de algiin método
numérico para poder resolver estas ecuaciones, a continuacion se menciona el

método numérico usado para resolver estas ecuaciones.

2.4.1. Resolucioén por el método de la biseccién

El método de la biseccién es el método mas simple para resolver ecuaciones no
lineales y se encuentra en casi la totalidad de la bibliografia acerca del tema, pero
solo se puede resolver ecuaciones no lineales con una sola incégnita y en el caso
presentado del punto de interseccion se tienen dos ecuaciones con dos incognitas.
Para poder utilizar el presente método se requiere una relacion entre los

parametros del punto de interseccion 6, .. y 6, ;. que posibilita tener una solo

Ehes
ecuacion con una sola incognita. Esta relacion puede ser determinada si primero se
elevan al cuadrado las ecuaciones (2.29) y (2.30), luego se suman quedando de la

siguiente manera
Xe (ge_int )2 + ye (ee_int )2 = Xf (ef_int )2 + yf (Hf_int )2 (232)

Tomando el primer termino de la ecuacién (2.32)

Xe (ee_im )2 + ye (0e_int )2 = Ue (ae_int )2 +Ve (0e_int )2 = % ’ (1 + He_int)
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Y volviendo a la ecuacién (2.32) y despejando 4, se obtiene la relacion entre los

e_int

parametros de las ecuaciones de los curvas en el punto de interseccion

4-[Xf (9f_int )2 Y (0’—‘”‘ )2}

d’?

9 _int =

A -1 (2.33)
Ahora la ecuacion (2.33) se puede reemplazar en cualquiera de las ecuaciones del
punto de interseccion (2.29) o (2.30) y se tiene ya una ecuacién no lineal con una
sola variable que puede ser resuelta.

2.5. Verificacion de las ecuaciones que describen el perfil del diente mediante
una aplicacién CAD 2D

Para comprobar la correspondencia entre el perfil del diente de un engranaje
cilindrico de perfil de evolvente generado por el método de fabricacién cuchilla-
cremallera o por fresa madre con las ecuaciones (2.6), (2.7), (2.27) y (2.28) que,
como se describio en el epigrafe 2.3, corresponden a los lugares geométricos de la
curva de evolvente y el perfil de acuerdo de la base del diente (curvas que forman
el perfil del diente) se realizé una aplicacion CAD 2D en el software AutoCAD que

se describe a continuacion.
- Interfaz de usuario (ver Figura 2-15)

En la Figura 2-15 se puede ver los distintos campos que se pueden modificar en

la aplicacion realizada para generar el perfil del diente de engranaje.

- - -
Generacicn y Grafico de c

Datos de la Rueda Perfil de Referenda Mro. de Posidones de la Cremallera
Mimero de dientes 11 Altura de cabeza del diente (ha) 1.0 fiSamesiielaanad

[ Generar todos los dientes
Madulo (mm) 2 Redondeo (?f) 0.25

[~ Dibujar solo punta de la herramienta
Factor de correcdaon 0.25 Holgura radial {cf) 0.25

Puntos de Graficados de las Funciones
a @ ©
Angulo de la hélice (%) | 25 Angulo de presién (ap) 20 I—

Ptos. Graficados de Fundiones 40

GEMERAR ‘ GRAFICAR FUNCION ‘ BORRAR TODO ‘ SALIR ‘
Hallar la interseccidn de la curvas

Figura 2-15: Interfaz de usuario de la aplicacién CAD 2D
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Se puede modificar:

- Los datos de la rueda: Aqui se introduce el numero de dientes del
engranaje (Z ), el médulo (m) en milimetros, el factor de correccion (x)

y el angulo de la hélice ( 8 ) en grados sexagesimales.

- Los datos del perfil de referencia

- Numero de posiciones de la cremallera que se posicionaran, ademas
también se puede indicar las opciones para generar todo el engranaje o
solo un diente y también si solo se desea dibujar la punta de la
herramienta para poder generar unicamente el perfil de acuerdo de la

base del diente.

- En numero de puntos graficados de las funciones se refiere a cuantos
puntos de las funciones de los perfiles seran unidos por lineas rectas
entre ellos. Esto se hace debido a que el software AutoCAD no puede

graficar funciones.

Generacion del perfil del diente del engranaje por el método de cuchilla-

cremallera o fresa madre (ver Figura 2-16)

La aplicacion genera un diente de engranaje a partir de posicionar la cremallera,
que se crea a partir de los datos de la interfaz de usuario, un numero
determinado de veces, esto emula la accién de engrane o corte que tendria el
engranaje con una cremallera o la herramienta de corte. Esto ocurre luego de

dar clic en el boton “GENERAR” de la aplicacion.

Figura 2-16: Generacion del perfil del diente
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- Grafica de las curvas del perfil del diente (ver Figura 2-17)

Al dar clic sobre el botén “GRAFICAR FUNCION” se grafican la curva evolvente

y la curva de perfil de acuerdo de la base del diente del engranaje.

:—“““

=

=

““

S

s
S

e

__T?_.__;_p‘

\

———

7/

) )

Figura 2-17: Grafico de las ecuaciones que describen el perfil del diente sobre el
diente generado para verificar si son correctas

- Ubicacion del punto de interseccion (ver Figura 2-18)

Al dar clic sobre el botén “Hallar la interseccién de las curvas” grafica un circulo
que tiene como centro el punto de interseccién calculado. Con esto se puede

verificar si el punto de interseccion calculado es coherente con el perfil

generado.
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2.6. Presentacion de aplicacion CAD 3D para la generacion de engranajes
cilindricos de ejes paralelos de perfil de evolvente

i Generacion de Engranajes Cilindncos de Ejes Paralelos (Ver Mm e |

DIRECTCRIO DE TRABAIO

C:\Users\Macho\Documents\PUCPProyecto de Tesis\Programas desarrollados\SolidWorks\Pruebas),

PERFIL DE REFEREMNCIA PINGN

Mimero de Dientes (71) 18
Ancho del Diente (b1) [mm] 25
Factor de Correcdan (x1) 0.1

Direccién de la Hélice

.

Altura de Cabeza del Diente (ha)

=
f
(4, ]

Holgura radial (cf)

(=]
P
L4,

Redondea (rf)

1

Angulo de Presicn (ap)

I Izquierda | Derecha
MODULC ¥ HELICE

RUEDA

Mimero de Dientes (Z72) 47
Ancho del Diente (b2) [mm] 25

o
il Factor de Correcdan (x2) 0.5

Curva del Pie del Diente

Madulo {m) [mm]

I

Angulo de la Hélice (beta)

Direccién de la Hélice

1

Curva Evolvents ¥ Izquierda [ Derecha

GEMERAR. SALIR

CONFIGURACION SIMULACION

MNombre de Planos Princpales: Mombre de Vistas Principales:  Ensamble para Simulacidn por

CosmosWaorks ©®
Plano Frontal: Front Plane Isométrica: | Isometric
Angulo de giro del
. pifion para
Plano Superior: | Top Plane S o8 °

ensamble para el

Plano Lateral: Right Plane analisis

Figura 2-19: Interfaz de usuario de aplicacién CAD 3D

Para la simulacién en un software de elementos finitos se requiere de un modelo
CAD 3D. Para esto se realizo una aplicacion en el software CAD SolidWorks 2009
para generar un par cualquiera de engranajes cilindricos de ejes paralelos de perfil

de evolvente que luego pueden ser analizados en un software de elementos finitos.

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




"ol UNIVERSIDAD
TES]S PUCP CATOLICA

[v:C PERU

Esta aplicacion CAD 3D (ver Figura 2-19), al igual que la aplicacion CAD 2D
descrita en el epigrafe 2.5, requiere el ingreso de los parametros del perfil de
referencia, datos de los dos engranajes como son el numero de dientes (Z ), factor

de correccién (x), ancho de engranaje (b), el angulo de la hélice (#) y su

direccion (izquierda o derecha) en el pifidn y rueda.

En la Figura 2-20 se muestra un par de engranajes generados por la aplicacion.

Figura 2-20: Modelos CAD 3D generados por la aplicacién

Ademas en la interfaz de usuario se muestra un botén de chequeo para la
generacion del par de engranajes para el analisis por el software por elementos
finitos, la generacién de los engranajes teniendo este botdén activado produce los
dos engranajes de la misma manera pero no genera la totalidad de dientes sino
solo los que se encontrarian en contacto durante el engrane. Para esto

internamente se calcula coeficiente de recubrimiento total (¢, ). En la Figura 2-21 se

muestra un par de engranajes generados bajo los mismos parametros que la Figura
2-20 pero con el botén de chequeo activado. La generacion de unicamente los

dientes que se encuentren engranando es muy util para el posterior analisis en el
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software de elementos finitos ya que reduce el tiempo de calculo y principalmente

se pueden afinar mucho mas los resultados.

Figura 2-21: Mismo par de engranajes, pero con menor numero de dientes generados

para su posterior analisis por elementos finitos
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CAPITULO 3

3. ANALISIS DE LOS ESFUERZOS DE CONTACTO MEDIANTE EL METODO
DE ELEMENTOS FINITOS

3.1. Introduccién

En la simulacion de la transmision de potencia por engranajes cilindricos de ejes
paralelos y perfil de evolvente por el método de los elementos finitos se debe de
tener en cuenta las condiciones de contorno del modelo como son la aplicacion de
la carga, la definicion de las restricciones y el contacto, y el instante critico de
engrane. Por ello en el presente capitulo se abordaran los temas necesarios para la
correcta definicion del modelo e instante de engrane para luego presentar un

resultado de la simulacion en un software de elementos finitos.

3.2. Estimacion del instante critico de engrane para el esfuerzo de contacto

Analiticamente es complicado encontrar el instante critico de engrane para el
esfuerzo de contacto, ya que depende de la porcion de la carga total que asume
cada uno de los dientes en contacto. Esta carga asumida por cada diente no es
constante durante el engrane ya que depende de la rigidez de del diente en cada

instante de engrane.

Como la rigidez que presenta cada diente varia durante todo el engrane la carga
que asumen también sera variable. Ademas la longitud total de contacto, tanto en

los engranajes helicoidales como rectos, varia durante el engrane.
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Para la estimacién del instante critico de engrane para el esfuerzo de contacto se
analizara el esfuerzo maximo de contacto segun la ecuacion (1.28). En esta
ecuacion se puede notar que para una transmision de torque constante los Unicos

factores que podrian variar el esfuerzo contacto son el radio reducido (p) vy la
longitud de contacto (I, ). El esfuerzo maximo de contacto segun la ecuacion (1.28)
sera mayor a medida que el radio reducido ( p) y la longitud de contacto (I, ) sean

menores. Por ello a continuacién se analiza el comportamiento de estos dos

factores durante el engrane.

3.2.1. Variacion del radio reducido o equivalente (o) durante el engrane

En la Figura 3-1 se muestra la linea de contacto de dos engranajes. Las

prolongaciones de esta linea son tangentes a los circulos basicos de diametros d,,
y d,, enlos puntos T, y T, respectivamente. En la Figura 3-1 se toma un punto de
contacto cualquiera, llamado Q, sobre la linea de contacto y se muestran los
radios de curvatura p, y p, de los perfiles de evolvente de ambos engranajes en

dicho punto de contacto.

En la Figura 3-1 se puede apreciar que la suma de los radios de curvatura (o, + p,)
equivale a la distancia entre los puntos T, y T,. Es decir el valor de la suma de los

radios de curvatura en cualquier punto de contacto es constante a pesar que sus

valores individuales varien. El valor de la suma de los radios de curvatura es

01+ P, =ta”%-(o|b1 +db2)=%-tanawt .cosa, -(u+1) (3.1)

En la ecuacion (1.29) el denominador es la suma de los radios de curvatura de un
punto de contacto determinado, este volar como se ve en la ecuacion (3.1) es un
valor constante. Ahora, analizando el numerador de la ecuacién se tiene la
multiplicacién de los radios de curvatura de la curva evolvente en un punto de

contacto perteneciente a la linea de engrane.
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Figura 3-1: Radios de curvatura en un punto de contacto Q

Las expresiones (3.2) y (3.3)° corresponden a los radios de curvatura de los perfiles

en cualquier punto de la linea de engrane en funcion de x, de la Figura 3-1

dy, %
X )=—=-tan ¥ € 3.2
pi(xe) 2 i cosa,, -2
db2 XI
X, )=—2%.tan + = 3.3
pz( Ie) 2 awt COSO(WI ( )

® El signo — y + en las ecuaciones (3.2) y (3.3) respectivamente corresponde al giro anti

horario del engranaje 1 de la Figura 3-1 y los signos + y — el sentido de giro horario.
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Los valores limite” de x,, son los valores maximo y minimo de la coordenada x de

la linea de engrane.

XIe_min < XIe < Xle_max

En la Figura 3-2 se muestra el grafico del radio de curvatura reducido o equivalente

() en funcién de la posicion de engrane de un par de engranajes. De esta figura

se puede apreciar que en los valores limite x, .., ¥ X el radio reducido p

le _max

tiende a ser el valor minimo.

151077

> p(%e g) 11073

51074

— 2073 —1x1073 0 110”3 21077

e g

Figura 3-2: Radio reducido o equivalente p en funcién de la posicion de engrane

(m=1mm,Z, =15,Z, =27, %, =X, =0, f =15°)

3.2.2. Longitud de contacto de un diente

La longitud de contacto de un diente puede variar durante el engrane, como en el
caso de los engranajes cilindricos de dientes helicoidales, o también puede
permanecer constante como es el caso de los engranajes cilindricos de dientes

rectos. A continuacion se describe el caso de la longitud de contacto de un diente

" En el Anexo A.1 se describen los puntos limite de la linea de engrane.
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de engranajes cilindricos de dientes helicoidales, ya que este abarca también a los

engranajes cilindricos de dientes rectos como un caso particular (5 =0°) de los

primeros.

En la Figura 3-1 se muestra la cara delantera de una transmision de engranajes
cilindricos de dientes helicoidales, la linea de engrane que se muestra es la vista de
canto del plano de engrane que recorre todo lo ancho del engranaje, es decir todos
los puntos de contacto del diente en cualquier instante del engrane pertenecen a
este plano de engrane. En la Figura 3-3 se muestra el plano de engrane en
verdadera magnitud, si se interseca el plano de engrane con un diente en una
determinada posicién de engrane el resultado sera una linea recta, esta linea sera
la que se encuentre en contacto con el diente del otro engranaje, la inclinacién de
esta recta con respecto al eje del engranaje sera el angulo de la hélice en el

diametro basico ( £, ).

Cara posterior
del engranaje

b = Ancho del engranaje

\ Cara delanfera
\ A del engranaje

peng

——

Leng = Long. de linea de engrane

Direccion paralela a
ejes de los engranajes

Figura 3-3: Plano de engrane en verdadera magnitud, linea de engrane en una

posicion p,,, delalinea de engrane
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La longitud de contacto de un diente en una determinada posicion de engrane

puede ser determinada por las siguientes expresiones

- Si0<p,,<b-tanf, A Py <L,:

p
|, =— 3.4
¢ sing, (34)
- Sib-tanf <Pgy SLeyg:
I, = b (3.5)
cos f3,
- Si Ly <Peng Loy tb-tang,:
Lo — —b-tan
IC = (peng ﬂb) (36)

sin g,

Cabe senalar que la condicién para aplicar la ecuacion (3.6) indica que la posicion

de engrane (p,,,) debe ser mayor a la longitud de la linea de engrane, es decir

fuera de la linea de engrane (L_ ). Esto se refiere a que los perfiles de evolvente

eng
de la cara delantera de dos dientes de los engranajes ya dejaron de estar en
contacto pero aun se encuentran engranando las secciones posteriores hasta

terminar el engrane de los dientes en la cara posterior del engranaje.

3.2.3. Variacion de lalongitud sumaria de contacto durante el engrane

En la transmision de potencia por engranajes la carga sobre cada par de dientes en
contacto se distribuye a lo largo de la longitud de contacto que poseen entre ellos,
esta distribucion no es constante debido distintos factores como errores de montaje,
deflexién de los arboles que soportan a los engranajes y errores de fabricacion. Aun
asi, asumiendo que la carga total se distribuye de manera constante sobre todas las
lineas de contacto en un instante de engrane determinado, este valor no seria
tampoco constante durante el engrane, ya que la longitud de contacto total varia
durante todo el engrane y por lo tanto también el valor de la carga distribuida sobre
las lineas de contacto variara; siendo mas visible este fendmeno en los engranajes

cilindricos de dientes helicoidales, ya que el contacto de un diente empieza en un

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




i)

§\~ | (?" ?GPVFEIF?SIDAD
TESIS PUCP o= = CATéLICA

LV PERU

punto y se va extendiendo en lineas de contacto que van variando su longitud
segun la posicion de engrane como se ve en las ecuaciones (3.4), (3.5) y (3.6), sia
esto se suma los distintos dientes que se encuentran en contacto en cada instante
de engrane el valor de la longitud total o sumaria de contacto variara de acuerdo a
cada instante de engrane. En la Figura 3-4 se muestra el plano de engrane de un
par de engranajes de dientes helicoidales, analizando un par de dientes que estan
empezando a engranar y su posicion de engrane en la cara frontal de las ruedas se

encuentra en el punto G de la Figura 3-4, la longitud total o sumaria de contacto |,

se encuentra al sumar las longitudes de contacto de cada par de dientes que se

encuentran engranando |, |, y | 5, entonces

IZ = Ic1 it Ic2 + Ic3

Cara posferior
del engranaje

b = Ancho del engranaje

Cara delanfera
del engranaje / po | pbr :

Figura 3-4: Lineas de contacto

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




e PONTIFICIA
TESIS PUCP gz%\éel_r:g?m

LYC PERU

Para determinar la variacién de la longitud de contacto total o sumaria en toda la
longitud de engrane basta analizar los instantes de engrane de un par de dientes
desde su inicio de contacto hasta que hayan recorrido un paso basico

circunferencial o paso de engrane (p,, ), ya que la variacion tendra la misma forma

o sera periddica en este valor

cosa,
cos f

Py =M-7 (3.7)
La Figura 3-6 es un diagrama de flujo que muestra una manera de calcular la

longitud de contacto total o sumaria (I, ) para una posicién de engrane de un par de

dientes que se encuentra entre el inicio de engrane y un paso basico circunferencial

(p,)- En la Figura 3-5 se muestra la variacion de la longitud de contacto total o

sumaria durante el engrane en el primer paso basico circunferencial, aqui se puede
apreciar que el minimo valor de la longitud de contacto total se encuentra en el
inicio de contacto de un par de dientes y cuando va a empezar a engranar otro

nuevo par de dientes.

*pel min

§ 0.013/X
s

=

3

S Lov(%eng)  00%

(¥

-

=

=

3 <107}

0 1x107° 1077 3%107° 4107

Posicion de engrane

Figura 3-5: Variacion de la longitud de contacto sumaria |, en funcién de la posicion

de engrane p,,, con 0<p,, <P,
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/ Dong /

Si

No

Iy =1 +1.,i=i+1

A 4

Si

Fin Je

Figura 3-6: Diagrama de flujo para determinar la longitud de contacto sumaria |,

con0<p,. <Py
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Analizando en conjunto la Figura 3-2 y la Figura 3-5 se puede notar que en el inicio
de contacto de un par de dientes se encuentra el valor minimo tanto del radio

reducido o equivalente ( p) y la longitud de contacto total o sumaria (1, ). Es por eso

que se analizara este instante de engrane en el software de elementos finitos.

3.3. Condiciones de contorno, aplicacion de carga y material

A continuacién se describe la forma como se procedio a aplicar las restricciones a
los modelos geométricos CAD 3D, las condiciones de contacto y la aplicacién de la

carga.

El software utilizado en el presente trabajo para el andlisis por método de

elementos finitos es CosmosWorks 2009.

3.3.1. Material

En el presente trabajo para el calculo de los esfuerzos de contacto tanto de manera
analitica como en la simulacién por el método de los elementos finitos es necesario
definir las propiedades del material de los engranajes analizados. Como no se va a
comparar el esfuerzo resultante con el esfuerzo limite de contacto del material sino
se comparara los esfuerzos calculados de manera analitica con el resultado de la
simulacién en el software de elementos finitos bastara con definir inicamente el

mddulo de Poisson v y el modulo de elasticidad o de Young E .

En la Tabla 3-1 se muestran las propiedades de los materiales usados tanto en el

calculo analitico como en el método de los elementos finitos

Tabla 3-1: Propiedades de materiales de los engranajes usados en los céalculos

g £ (%mz)

Pifion 0.29 2.05x10°

Rueda 0.29 2.05x10°
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3.3.2. Restricciones

Para determinar los esfuerzos de contacto presentes en los flancos de los dientes
se realizara un analisis estatico, por ello el grado de libertad de los dos engranajes

debe ser cero.

En la Figura 3-7 se muestra la aplicacion de una restriccion tipo fija aplicada sobre
el cubo de la rueda y las caras laterales de la porcion de engranaje, esta restriccion
elimina los seis grados de libertad de la rueda. Con la restriccion fija sobre el cubo
de la rueda se simula la carga que debe accionar este engranaje. Y con las
restricciones en las caras laterales se simula la presencia del engranaje entero. Con

esta restriccion el grado de libertad de la rueda es cero.

Restriccion fija sobre
superficie cilindrica (cubo)

Fixed Geometry: | |

Figura 3-7: Aplicacion de la restriccion fija alarueda

En el pifidn se aplica un tipo de restriccion que elimina 5 grados de libertad del
engranaje, dejando como unico grado de libertad la posibilidad de giro sobre su
propio eje, esto permitira aplicar la carga (torque) al pifidn y que pueda transmitirla
a la rueda. Como se muestra en la Figura 3-8 la restriccion esta aplicada sobre el
cubo del piAdn y las dos caras laterales de la porcion del engranaje. Siendo la
particularidad de este tipo de restriccidn que provoca que las selecciones hechas se
trasladen o roten como un sélido rigido, para simular asi la aplicacién de la fuerza

motriz sobre el pifidn.
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Restricciones —

Figura 3-8: Aplicacion de larestriccién axial y radial en el pifién

3.3.3. Aplicacion de carga

Para simular la transmision no se aplicara una carga directa sobre los dientes de los
engranajes sino se aplica un momento torsor al pifién en su cubo como se muestra

en la Figura 3-9.

—
Torgue Yalus (N-m) “ \

Figura 3-9: Aplicacion del momento torsor en el pifion
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3.3.4. Condiciones de contacto

La definicién del contacto debe darse entre los flancos que transmiten la carga de
los dientes del pindn a los dientes de la rueda, en la Figura 3-10 se muestra una
vista paralela al plano transversal de los engranajes, si el piiidn gira en el sentido
sefalado, que tiene el mismo sentido del momento torsor aplicado, el flanco
izquierdo del diente del pifidn sera el que se encuentre en contacto y transmita la
carga con el flanco del diente de la rueda, mas el flanco derecho debido a que el
par de engranajes fueron generados para tener “Backlash” cero tedéricamente
también se encontrara en contacto con otro flanco de la rueda pero no transmitira
carga alguna. Por ello en el caso de la Figura 3-10 solo se debera definir el contacto
entre los flancos izquierdos del pifién con los flancos correspondientes de la rueda

e ignorar el contacto de los flancos derechos.

Flancos que transmiten
la carga

\\\

N Y

Puntos teoricamente en contacto
pero que no transmiten carga

Figura 3-10: Flancos en contacto

La aplicacién de la condicién de contacto entre los flancos que transmiten la carga
hara que el pifidn, que todavia poseia un grado de libertad debido al tipo de
restriccion que se le aplicd, tenga cero grados de libertad con lo cual ya es posible

realizar el estudio estatico del modelo.
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El tipo de contacto utilizado sera del tipo Superficie-Superficie, en la Figura 3-11 se
muestra la aplicacién de las condiciones de contacto a los flancos que transmiten la

carga.

Flancos
definidos para
el contacto

Figura 3-11: Definicién de contacto entre flancos de dientes

3.4. Presentacion y analisis de resultados obtenidos en el software de

elementos finitos

Luego de haber definido la aplicacién de la carga, las restricciones y las

condiciones de contacto ya se puede proceder a analizar el modelo.

3.4.1. Mallado

El mallado es el paso previo al célculo por el método de los elementos finitos, este
consiste en crear los elementos y nodos correspondientes en todo el modelo

geométrico 3D.
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El software CosmosWorks permite la manipulacion del tamafio de los elementos.
Por ello para simular correctamente el engrane de los dientes la cantidad de nodos
sobre las superficies de contacto de los dientes de los engranajes debe de ser la
mayor posible y para esto se debe de reducir el tamafio del elemento (afinar la
malla) en las superficies de contacto. El tamafio de los elementos fuera de los
flancos de contacto de los dientes del engranaje no necesitan ser pequefios ya que
en el presente trabajo solo se analizara el esfuerzo de contacto, si se analizaria el
esfuerzo de flexion en el pie del diente también seria necesario reducir el tamano
del elemento en el pie de cada diente en contacto. En la Figura 3-12 se muestra el
modelo mallado, donde se observa que en la zona de contacto el tamafio del

elemento es mucho menor con respecto a los elementos en el resto del engranaje.

Mallado en el resto del engranaje

NN N
SR
N \

IR R 0L
o

e LA

avaav: AN By S )
5 gm;v%ammﬁ

e
W), S _ A
y;ﬁwgﬂl‘t\n\hﬁ" >

Y

Mallado en los flancos de contacto de los dientes
Figura 3-12: Malla de los engranajes

3.4.2. Visualizacion del esfuerzo normal al flanco

Para comparar los esfuerzos de contacto maximos calculados de manera analitica
segun las normas técnicas, como se describi6 en el epigrafe 1.7.2, con los

resultados obtenidos en la simulacion mediante el método de los elementos finitos,
se deben de encontrar el mismo tipo de esfuerzos.

En el calculo analitico se calcula el esfuerzo que es normal a las dos superficies en
el punto de contacto, por ello en el software de elementos finitos se debe indicar la

direccion en la que se desea graficar los esfuerzos. En los epigrafes 1.2.2 y 1.2.3
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se menciond que la linea de engrane en los perfiles de evolvente es a la vez el
lugar geométrico de los puntos de contacto y la normal a los perfiles en todos los
puntos de contacto, por ello obteniendo los esfuerzos en la direccion de la linea de
contacto en los resultados obtenidos por el método de los elementos finitos se

podra comparar con los resultados analiticos de las normas técnicas.

En la Figura 3-13 se encuentran graficados los esfuerzos en la direccion de la linea
de engrane.

S (M2 (MPa))

5.4

L 1.3

Huellas de la linea de |

contacto pke

. -189
l -237
286

. -335

Figura 3-13: Esfuerzo en la direccion de la linea de engrane
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CAPITULO 4

4. COMPARACION DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS POR ELEMENTOS
FINITOS Y POR LAS NORMAS TECNICAS

4.1. Introduccién

El presente trabajo tiene como objetivo poder comparar los esfuerzos de contacto
calculados manera analitica con los resultados obtenidos por el calculo por
elementos finitos. Por ello en el presente capitulo se muestra en la Tabla 4-2
combinaciones de pares de engranajes abarcando tanto engranajes de dientes
rectos como helicoidales. Estos seran calculados de manera analitica y simulados
por el método de elementos finitos, ademas se presenta el método usado para la
comparacion de ambos resultados en un ejemplo de calculo. El objetivo de poder
calcular un determinado numero de combinaciones de engranajes es que se pueda
obtenerse una idea general de la relacion entre el calculo analitico con el calculo

por el método de los elementos finitos.
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Todas las combinaciones de la Tabla 4-2 seran calculadas para un perfil de

referencia segun la Tabla 4-1

Tabla 4-1: Perfil de referencia para calculo de los esfuerzos de contacto

a [o] ha Cf pf

20 1 0.25 0.25

Tabla 4-2: Lista de combinaciones representativas de pares de engranajes para la

comparacion de resultados

m yis b, , M, ,
N° [mm] Z, X, Z, X, °] (mm] | [N-m]
1 1 23 -0.2 43 -0.5 0 20 0.5
2 1 17 0 32 -0.2 0 18 0.7
3 1 37 0 79 0 0 20 1.5
4 1 17 0.2 25 -0.3 5 30 0.3
5 1 31 0 45 0 5 35 1.5
6 1 25 -0.2 57 -0.2 5 35 1.2
7 1 15 0 47 -0.3 10 15 0.4
8 1 19 0 99 -0.1 10 20 0.7
9 1 31 0 75 0 10 25 2.5
10 1 21 0 55 0 15 16 0.8
11 1 15 0.1 29 -0.4 15 18 0.4
12 1 33 -0.3 49 -0.2 15 15 1.5
13 1 18 0.1 47 -0.5 15 25 1.0
14 1 14 0 29 0 20 15 0.3
15 1 30 -0.4 61 -0.4 20 13 1.5
16 1 41 0 87 0 20 24 2.0
17 1 19 0 25 0 20 14 0.5
18 1 13 0.2 33 -0.1 25 15 0.3
19 1 35 -0.3 52 -0.5 25 18 2.5
20 1 39 -0.1 77 -0.5 25 23 3.5
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4.2. Procedimiento para la comparacion de resultados y ejemplo de calculo

analitico del esfuerzo de contacto y la comparacion del resultado

Para comparar los resultados de los esfuerzos contacto calculados de manera
analitica y mediante el método de los elementos finitos solo se usaran los factores
geométricos de las ecuaciones (1.30), (1.31), (1.32) y (1.35).

En las ecuaciones (4.1), (4.2) y (4.3) se muestran los esfuerzos de contacto
actuantes teniendo en cuenta uUnicamente los factores que dependen de la
geometria del engranaje que detallan las normas técnicas tanto para el piidn como
la rueda, los esfuerzos de contacto hallados con estas ecuaciones seran
comparados con el esfuerzo de contacto determinado por el método de los
elementos finitos.

FE u+1
O =252y 2g 2,2, dfb'_u (4.1)
1
F u+1
Ouz n=2p 2y Ze 2,2, dfb'_u (4.2)
1
F
— gl — 4.3
one =% 4, b7 (*:3)

Para el ejemplo de calculo se tomara el caso numero doce (N° 12) de la Tabla 4-2.
Los valores de esta combinacion son:

m=1mm
Z,=33,%x,=-0.3
Z,=49,x,=-0.2

p=15°
b, =15mm
M ,=15N-m

De la ecuacion (1.9):
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tan(20°)

=at
% aan£008(150)

]: 20.647°

De la ecuacion (1.20):

f, =tan™ (cos(20.647°)-tan(15°)) =14.076°
De la ecuacion (1.13) despejando ¢, :

inv (e, )—inv(20.647°)

-0.3-0.2=
2-tan(20°)

(33 +49)

o, =18.655°

De estos valores en la ecuacion (1.38)

=2.562

H

5 _ 2-cos(14.076°)-cos(18.655°)
~\| cos?(20.647°)-sin(18.655°)

Para calcular los factores Z,,Z, primero de la ecuacion (1.24) se obtiene el factor

de recubrimiento axial £yt

_15mm-sin(15°)
- 1mm -7z

& =1.236

B

De las normas técnicas indica que si ¢, >1

Z,=2Z,=1

D B
De la ecuacion (1.39) y la Tabla 3-1

Z. = | L ~188.74 /%mz

. 1-029° 1-0.29°
5N 5 N
2.05x10 %nmz 2.05x10 %nmz
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De las ecuaciones (1.5), (1.6), (1.7), (1.8), (1.10), (1.11), (1.15), (1.16), (1.18), (1.19)
se obtiene:

d, =34.164 mm,d, =50.729 mm
d, =31.064 mm,d;, =47.829 mm
dy, =31.97 mm,d,, =47.47 mm
a, =41.923 mm

d,, =33.743 mm

d,, =35.517 mm,d_, =52.281mm

El presente par de engranajes no presenta socavado en el pie del diente por lo
tanto para determinar el factor de recubrimiento transversal se determina bajo la

ecuacion (1.23):

;(\/(35.517)2 —(31.97) + \/(52.281)2 —(47.47Y’ j —(41.923) sin(18.655")

E =

“ c0s(20.647°)
1. .| 2\EVPR0)
cos(15°)
¢ =1.735

Y yaque ¢,>1, de la ecuacion (1.42)

De la ecuacion (1.43)

Z,= \Jcos(15°) =0.983

La fuerza tangencial nominal de la ecuacion (1.34) resulta

F =87.811N

Los factores geométricos segun AGMA se calculan de las ecuaciones (1.44) y
(1.46)

1

m, =————— =0.607
0.95-1.735
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. _cos(18.655°)-sin(18.655°) 1.485

, =0.149
2.0.607 1.485+1

La fuerza tangencial en el diametro de paso segun la ecuacién (1.37)

F =99.909 N

Finalmente reemplazando en las ecuaciones (4.1), (4.2) y (4.3) se obtiene

G =193.207 %mz
Oup n =193.207 %m?

oy 5 =204.79 %m?

Los esfuerzos de contacto obtenidos por el analisis por elementos finitos son

Our_ver =67-5 %mz

Oh2 Mer = 74.9 %mz

La relacién entre los dos valores calculados son:

N
Oni_Mer _ I %nm2 —34.9%
Oua 193.207 '\%nmz

N
GH2_MEF = 74.9 %.nrn2 - 38_80A)
Oua a  193.207 '\%nmz

N
Oha2_mer _ 74.9 %nm2 —36.6%
oy s 20479 '\%nmz

En la Tabla 4-3 se puede apreciar los resultados de los calculos analiticos segun
las distintas nomas técnicas y también el resultado por el método de los elementos
finitos que se realizaron a las veinte combinaciones de pares de engranajes

mostrados en la Tabla 4-2.
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Tabla 4-3: Resultados de céalculos analiticos segin normas técnicas y resultados

segln el método de los elementos finitos

oH_1 oH_2 oH_1 oH_2 oH oH_1 oH_2
N° | 1ISO ISO DIN DIN | AGMA | MEF MEF

IN/mm?] | [N/mm?] | [N/mm?] | [N/mm?] | [N/mm?] | [N/mm?] | [N/mm?]
1 |208.713 | 203.508 | 203.508 | 203.508 | 203.508 | 5.64 4.93
2 | 251.536 | 237.512 | 242.624 | 237.512 | 237.512 | 13.1 23.8
3 | 192.722 | 188.851 | 188.851 | 188.851 | 188.851 | 7.87 8.43
4 |133.282 | 132.896 | 132.896 | 132.896 | 133.842 | 8.1 7.9
5 | 140.040 | 139.964 | 139.964 | 139.964 | 143.491 | 26.1 39.3
6 | 146.437 | 146.196 | 146.282 | 146.194 | 149.842 | 345 45.1
7 | 223.621 | 220.266 | 222.159 | 220.266 | 224.406 | 64.32 | 68.76
8 | 201.754 | 201.754 | 201.754 | 201.754 | 209.998 | 34.8 63.4
9 | 188.964 | 188.964 | 188.964 | 188.964 | 196.685 | 69.3 73.4
10 | 192.753 | 192.753 | 192.753 | 192.753 | 204.309 | 84.64 | 63.32
11 | 202.937 | 202.937 | 202.937 | 202.937 | 215.103 | 82.2 70.13
12 | 193.207 | 193.207 | 193.207 | 193.207 | 204.790 | 39.6 42.4
13| 211.319 [ 211.319 | 211.319 | 211.319 | 223.988 | 129.02 | 115.82
14 | 187.111 | 187.111 | 187.111 | 187.111 | 203.508 | 59.84 | 52.48
15 | 208.321 | 208.321 | 208.321 | 208.321 | 226.577 | 99.12 | 93.75
16 | 122.369 | 122.369 | 122.369 | 122.369 | 133.092 | 44.82 | 43.33
17 | 199.328 | 199.328 | 199.328 | 199.328 | 216.795 | 127.8 | 158.4
18 | 184.334 | 184.334 | 184.334 | 184.334 | 207.368 | 35.6 54.27
19 | 195.901 | 195.901 | 195.901 | 195.901 | 220.379 | 86.55 | 107.5
20 | 169.929 | 169.929 | 169.929 | 169.929 | 191.163 | 80.9 91.3

En la Tabla 4-4 se muestra la relacion entre los resultados de los calculos analiticos

y los resultados segun el método de los elementos finitos.
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Tabla 4-4: Comparacion de resultados analiticos con los obtenidos por el método de

los elementos finitos

oH_1 MEF oH_2 MEF oH_1MEF oH 1 MEF | oH_max MEF
N° oH_11SO oH_2 1SO oH_1 DIN oH_2 DIN oH AGMA
1 2.70% 2.42% 2.77% 2.42% 2.77%
2 5.21% 10.02% 5.40% 10.02% 10.02%
3 4.08% 4.46% 4.17% 4.46% 4.46%
4 6.08% 5.94% 6.09% 5.94% 6.05%
5 18.64% 28.08% 18.65% 28.08% 27.39%
6 23.56% 30.85% 23.58% 30.85% 30.10%
7 28.76% 31.22% 28.95% 31.22% 30.64%
8 17.25% 31.42% 17.25% 31.42% 30.19%
9 36.67% 38.84% 36.67% 38.84% 37.32%
10 43.91% 32.85% 43.91% 32.85% 41.43%
11 40.51% 34.56% 40.51% 34.56% 38.21%
12 20.50% 21.95% 20.50% 21.95% 20.70%
13 61.05% 54.81% 61.05% 54.81% 57.60%
14 31.98% 28.05% 31.98% 28.05% 29.40%
15 47.58% 45.00% 47.58% 45.00% 43.75%
16 36.63% 35.41% 36.63% 35.41% 33.68%
17 64.12% 79.47% 64.12% 79.47% 73.06%
18 19.31% 29.44% 19.31% 29.44% 26.17%
19 44.18% 54.87% 44.18% 54.87% 48.78%
20 47.61% 53.73% 47.61% 53.73% 47.76%

En el anexo A.2 se muestra con mas detalle la obtencidon de estos resultados.
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CONCLUSIONES

1. Los valores del esfuerzo de contacto obtenidos de manera analitica segun las
normas técnicas son de 2 a 5 veces mayores que los esfuerzos de contacto
obtenidos por el método de los elementos finitos. Estos resultados conservadores
conllevan a un sobredimensionamiento contra la picadura o “pitting” de los flancos
de los dientes de los engranajes, sobre todo en los engranajes cilindricos de

dientes rectos.

2. Las ecuaciones (2.6), (2.7), (2.27) y (2.28), que fueron determinadas a partir de la
simulacién de la generacion del diente mediante un proceso de fabricacion real,
describen correctamente el perfil de un diente de engranaje cilindrico de dientes
exteriores rectos o helicoidales. Por lo tanto con estas ecuaciones se puede
generar un engranaje con la geometria real tedrica que seria producida de un

proceso de fabricacién por generacion.

3. Las estimacion del punto de engrane critico para el esfuerzo de contacto se

corresponde con la evaluacion de distintos instantes de engrane probados, siendo

mas importante el factor de la longitud sumaria de contacto (Iz) que el del radio

reducido o equivalente (p) ya que en el caso de los engranajes de dientes

helicoidales el valor del radio reducido varia también en la direcciéon axial y no
puede tomarse un solo valor. Co ello se ha logrado simular en el software de
elementos finitos las solicitaciones reales y mas criticas para el esfuerzo de

contacto de un diente.
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RECOMENDACIONES

1. Con los procedimientos descritos en el presente trabajo se puede realizar un
estudio mas completo acerca de la influencia que tendrian los parametros del pifién
o rueda sobre el esfuerzo de contacto para poder elaborar graficos o correlaciones
y asi poder reemplazar los factores geométricos de los calculos analiticos con un
solo factor hallado por el método de los elementos finitos y con esto simplificar y

aliviar el calculo.

2. Los calculos realizados por el método de los elementos finitos fueron hechos sin
considerar la friccion entre los flancos en contacto, por ello seria muy importante en
un futuro estudio poder tener en cuenta este factor y ver como influye en el esfuerzo

de contacto.
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ANEXOS

A.1 Estudio de la linea de engrane en engranajes con dientes de perfil de

evolvente

a. Definicion

La linea de engrane es el lugar geométrico generado por los puntos de contacto de
los perfiles activos de dos dientes que se encuentran engranando. La forma de esta
varia dependiendo del perfil de los flancos de los dientes; siendo una linea recta
para engranajes con dientes de perfil de evolvente que es el caso de estudio del
presente trabajo. En la Figura A. 1-1 se muestra la linea de engrane generada por

los perfiles activos de dos dientes con perfiles de evolvente.

Linea de
A\ Engrane
\/

s
&3

e\

Figura A. 1-1: Linea de engrane
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b. Perfil activo

El perfil activo es la porcién del flanco que realmente realiza el contacto. En el caso
particular del presente trabajo para que la relacién de transmision sea constante
durante todo el engrane los dos flancos de los dientes deben de estar en contacto
unicamente en la parte evolvente mas no en el perfil de acuerdo de la base del pie
del diente. Por ello el perfil activo durante el engrane sera a lo mas el perfil de
evolvente del diente. La determinacién del perfil activo depende de las
caracteristicas de la transmision, es decir de los dos engranajes. Por ello en la
Figura A. 1-2 se muestra las posiciones de contacto inicial y final de un par de
dientes, estas posiciones limite del contacto determinan el perfil activo del flanco de
cada uno de los dientes. En la Figura A. 1-3 se muestra los perfiles activos de cada
uno de los dientes de la Figura A. 1-2 delimitados por los puntos A1 y B1 para el
pifidn y A2 y B2 para la rueda. En esta figura se puede notar que el perfil activo de
la rueda no es la totalidad del perfil evolvente que posee y que en el pifidn el perfil

activo si es la totalidad del perfil de evolvente que posee.

Inicio de contacto Fin de Contacto

Figura A. 1-2: Inicio y fin de contacto de un par de engranajes

(2,=13,2,=43,0 =20°, B =0° X, =X, =0)
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A1 A2

B1

Figura A. 1-3: Perfiles activos de los dientes del pifion y larueda de la Figura A. 1-2

c. Ecuacion delalinea de engrane y valores limite

En la Figura A. 1-4 se muestra dos dientes de engranajes en una posiciéon de
engrane cualquiera. También se muestra el sistema de coordenadas XY que tiene
como origen el centro del pifidn y la direccion Y es la que misma que la que une los

centros de los dos engranajes.

1Y
Linea de
Engrane

Y (X)

\

w1 ™

X

Figura A. 1-4: Dientes de engranajes en contacto
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En relacién a este sistema de coordenadas la linea de engrane tendra una
pendiente positiva si el sentido de giro del piidn es horario y una pendiente
negativa si el sentido de giro es anti horario. La ecuaciéon (A.1.1) corresponde al
lugar geométrico de la linea de engrane para el giro horario. A continuacion se
describira el proceso para determinar los valores limite o extremos de la linea de

engrane asumiendo el sentido de giro del pifidn horario.

Y, =tan(a,)- X +% (A.1.1)

Curva evolvente

9 \ Ve

@\

R\ " Re

Qe

- Ue

Figura A. 1-5: Relaciones geométricas de la curva evolvente

Por otro lado en la Figura A. 1-5 se muestra una curva evolvente, donde el angulo
a, se determina por la ecuacion (A.1.2) y la relacion entre el parametro 6, con el
cual se definieron las ecuaciones de la curva evolvente en el capitulo 2 y el angulo

mostrado o, estd dado por la ecuacion (A.1.3)

aezcos‘1( d; ] (A1.2)
2R,
tan (e, ) = 6, (A1.3)
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Ademas R, es la distancia del punto sobre la curva evolvente al centro del pifién o

la rueda. Partiendo de la ecuacion (A.1.1) como todos los puntos de contacto

durante el engrane pertenecen unicamente a la curva de evolvente el valor de R,

puede ser obtenido en funcién a la coordenada X de la linea de engrane segun la

ecuacion (A.1.4) para el pindn y la ecuacion (A.1.5) para la rueda.

Rox) =+ X2 +Y 2 (A.1.4)

()

e1(X)

2 2
Rasp = X+ (Yo~ (A.1.5)

Por lo tanto la ecuacion (A.1.2) puede rescribirse en funcion de la coordenada X de
la linea de engrane para el pifidn y la rueda como se muestran en las ecuaciones

(A.1.6) y (A.1.7) respectivamente

d
= 003‘1 —— b/ - A.1.6
05e1(x) 2 A Re1(x) ] ( )
PR, oy (A1.7)
R 2'Rez(x)

Y del mismo modo como se muestran en las ecuaciones (A.1.8) y (A.1.9), la
ecuacion (A.1.3) también puede escribirse en funcion de la coordenada X la linea

de engrane.

tan () ) = 6., (A.1.8)

tan (@, ) ) = 0o (A.1.9)

Por lo tanto de las ecuaciones (A.1.8) y (A.1.9) se puede inferir que para un
determinado punto de contacto (al que le corresponde una coordenada X en el
sistema de coordenadas mencionado anteriormente) se puede encontrar el valor

del parametro 6, de las ecuaciones de la evolvente descritas en el capitulo 2, o

también, a partir de un valor determinado del parametro de la curva evolvente 6, se
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puede encontrar la coordenada X de un punto de contacto sobre la linea de

engrane.

Por lo tanto para determinar los valores limite de la linea de engrane deben usarse
también los valores limite de las curvas de evolvente tanto del pifidon como la rueda

(6 o, )- En el epigrafe 2.4 se describié como determinar estos valores limite

e_int? “e_max

del parametro 6, .

Si se resuelven las ecuaciones (A.1.8) y (A.1.9) a partir de los valores limite del

parametro 6, de las curvas evolventes del pifion 6 6.

el_int? e1_max y

la rueda @

e2_int?

0,

e2_max

se determinaran los correspondientes X, .., X, ... ¥ X, , X

2_max "

Para el sentido de giro horario del pifidn el inicio de contacto entre el pifién y la

rueda se dara en el punto X, que tomara el mayor valor entre X, ,, y X, ..., por

ello cuando X, . > X (ver Figura A. 1-6) el inicio de contacto en el pifion

1_int 2_max
empezara desde la base la curva evolvente que posee el diente pero para la rueda
el inicio del contacto iniciara no desde la punta del diente dejando asi de engranar
una porcién de curva evolvente disponible; y en la situacién contraria cuando

X > X, i (ver Figura A. 1-7) el inicio de contacto en el pifion empezara por

2_max
encima de la base de la curva evolvente dejando asi también de engranar un
pedazo de curva evolvente y en la rueda el contacto si iniciara en la punta del

diente. El fin del contacto entre los dientes se dara en el punto X, que tomara el

menor valor entre X, ., y X al igual que en el inicio del contacto si

1_max

X, <X el fin del contacto en la rueda tendra lugar en la base de la curva

2_int 1_max
evolvente que posee, mas en el pifion el fin de contacto no se dara en la punta del

diente sino antes. En el caso contrario cuando X <X, iy (ver Figura A. 1-8) el

1_max

fin de contacto en el pifidn se dara en la punta del diente y en la rueda antes de la

base de la curva evolvente.

Con lo descrito hasta aqui se puede apreciar que no siempre la totalidad de los
perfiles de evolvente son utilizados o se encuentran en contacto, por ello los perfiles

activos no siempre comprenden la totalidad de la curva evolvente.
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X1 int

—/

Figura A. 1-6: Caso con X, > X, ... (Z,=13,Z,=43,a =20°, 5 =0° X, =X, =0)

Xz_m

Figura A. 1-7: Caso con X > X m- (2,=27,Z,=43,a =20°, f=0° X, =X, =0)

2_max
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Figura A. 1-8: Caso con X, . <X, ... (Z,=27,Z,=43,0=20°, f=0°,x, =X, =0)

d. Longitud de la linea de engrane, coeficiente de recubrimiento transversal

(e,) y observaciones
La longitud de la linea de engrane es la distancia entre los puntos (Xi,Yi(xv)) y

(Xf,Yf(X')) que fueron descritos en el epigrafe ¢ de este anexo y se puede

determinar segun la ecuacion (A.1.10).

2 2
L, =\/(xi = XY+ (i) = Yeoen)) (A.1.10)

Si denominamos a esta distancia como L,, el coeficiente de recubrimiento
transversal ¢, (ecuacion (A.1.11)) es la relacion entre la longitud de la linea de

engrane L, (ecuacion (A.1.10)) y el paso basico circunferencial p, (ecuacion

(A.1.12))

£, =— (A.1.11)
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Py =m;z[‘:gssogj (A.1.12)

La ecuacion (A.1.11) es la expresidn general para determinar el coeficiente de
recubrimiento transversal siendo la ecuacién (1.23) solo aplicable cuando no existe
penetracién o socavado en el pie del diente. En cambio la ecuaciéon (A.1.11) puede
ser aplicada exista 0 no exista socavado en el pie del diente y se puede calcular
como se describid en el presente anexo. En la Tabla A. 1-1 se muestra la relacion
entre los resultados de la evaluacion del coeficiente de recubrimiento transversal

por las dos formulas.

Tabla A. 1-1: Relacién entre el célculo del coeficiente de recubrimiento transversal

convencional con el calculo propuesto en el anexo A.l. Datos usados para el calculo

delatabla: ¢ =20°,m=1mm,h, =1,¢, = p, =0.25x, =X, =0

& &
. a_conv a Sa

2, | z, | Al -

Ec. (1.23) | Ec. (A.1.11)
13 43 0 1.585 1.332 0.840
13 27 10 1.507 1.347 0.894
13 20 15 1.438 1.367 0.951
13 25 20 1.414 1.403 0.993
13 29 25 1.364 1.364 1.000

Normalmente el disefio de engranajes esta orientado a trabajar con el mayor
numero de dientes posibles para tener una operacion mas silenciosa y mejor
reparticion de carga debido al incremento en el coeficiente de recubrimiento
transversal y ademas asi también evitar la penetracion o socavado en el pie del
diente de los engranajes y por ello la ecuacién (1.23) es normalmente aplicable sin
problemas. Pero en el presente anexo se muestra una manera de calcular el
coeficiente de recubrimiento transversal para cualquier situacién, ya sea en la

presencia de socavado en el pie del diente o no, ya que al contar con las
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ecuaciones que describen las curvas del perfil del diente dan la posibilidad de
calcularlo. Aunque el procedimiento y las ecuaciones son bastante largas y
complejas este método de célculo es facilmente programable en una hoja de
calculo o algun software que permita el manejo de ecuaciones y con las
capacidades de las computadoras actuales no existe ninguna dificultad de poder
calcularlo, es mas ofrece un método general para la evaluacion del coeficiente de
recubrimiento transversal que es un parametro muy importante en la evaluacion del
disefio de una transmision de potencia por engranajes cilindricos de ejes paralelos

y perfil de evolvente.
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A.2  Tabla con resultados analiticos y su comparacion con el resultado del
método de los elementos finitos de los veinte casos de la Tabla 4-2
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